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Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñïîñîáñòâîâàëî ôîðìè-
ðîâàíèþ ôàêòè÷åñêèõ ñòàíäàðòîâ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè è
¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êîíöåïöèåé ïîä áûñòðîé
(ýôôåêòèâíîé) ðàçðåøèìîñòüþ ìàññîâîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü
åå ðåøåíèÿ íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà âðåìÿ, îãðàíè÷åí-
íîå ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ, èìååòñÿ ðÿä
¾íåïîääàþùèõñÿ¿ (NP-ïîëíûõ) çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
ïîëó÷åíî ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Íàêîïëåííûé îïûò èññëåäîâàíèÿ
äàííûõ çàäà÷ è ïðàêòèêà èõ ðåøåíèÿ äàþò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
òàêèõ ïðîöåäóð âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè NP-ïîëíûõ

çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå, ò.å. íàëîæåíèå îãðàíè÷åíèé íà ðàññìàòðèâàåìûé
êëàññ âõîäíûõ äàííûõ. Èíîãäà ó÷åò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ò.å. ïðèíàäëåæ-
íîñòè äàííûõ òîëüêî îïðåäåëåííîìó êëàññó, äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê ñî-
çäàíèþ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ äîêàçàòü NP-
ïîëíîòó çàäà÷è â ýòîì êëàññå. Ïðè ðàññìîòðåíèè öåëûõ ñåìåéñòâ áåñêîíå÷-
íûõ êëàññîâ èíäèâèäóàëüíûõ äàííûõ (ò.å. ñåìåéñòâ ìàññîâûõ çàäà÷) ìîæíî
ñòàâèòü ïðîáëåìû áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà, ÷åì àíàëèç ñëîæíîñòè äëÿ êîí-
êðåòíîãî êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîñòàâèòü öåëüþ âûÿâëåíèå ¾ëèíèè
âîäîðàçäåëà¿ ìåæäó ¾ïðîñòûìè¿ è ¾ñëîæíûìè¿ ñëó÷àÿìè. Ïî-âèäèìîìó,
ðåàëèçóåìîñòü ýòèõ íàìåðåíèé îáóñëîâëåíà íàäëåæàùèì âûáîðîì è ñåìåé-
ñòâà êëàññîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîíÿòèéíîãî àïïàðàòà. Óçîñòü ðàññìàòðèâà-
åìîé ñîâîêóïíîñòè ìàññîâûõ çàäà÷ ìàëîïðèâëåêàòåëüíà äëÿ èññëåäîâàòåëÿ.
Âìåñòå ñ ýòèì, ñîäåðæàòåëüíîñòü ïðîáëåìû äåìàðêàöèè èìååò ìåñòî äàëåêî
íå äëÿ âñåõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ìàññîâûõ çàäà÷. Òàê, óäàëå-
íèå/äîáàâëåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç/ê ìàññîâîé íå ìåíÿåò åå ñëîæ-
íîñòíîãî ñòàòóñà. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òå ñåìåéñòâà ìàñ-
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ñîâûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå îäíîé èíäèâèäóàëüíîé
çàäà÷è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ñðàçó íåñêîëüêèõ òàêèõ îïå-
ðàöèé (ââèäó íåêîòîðîé çàìêíóòîñòè).
Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèé ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Íàñëåäñòâåííûå êëàññû,
ò.å. ìíîæåñòâà ãðàôîâ, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà è óäàëåíèÿ
âåðøèí, îáðàçóþò ïðåäñòàâèòåëüíóþ êîíòèíóàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü. Äàííûå
êëàññû ãðàôîâ (è òîëüêî îíè) äîïóñêàþò îïèñàíèå ÷åðåç çàïðåùåííûå ïî-
ðîæäåííûå ïîäãðàôû (ôðàãìåíòû). Åñëè X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ, à S
� ìíîæåñòâî åãî çàïðåùåííûõ ôðàãìåíòîâ, òî ïèøåì X = Free(S). Ñå-
ìåéñòâî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ âêëþ÷àåò èçâåñòíûå ïîäñåìåéñòâà ìîíîòîí-
íûõ è ìèíîðíî çàìêíóòûõ êëàññîâ (çàìêíóòûõ ïîìèìî óäàëåíèÿ âåðøèí
åùå è îòíîñèòåëüíî äðóãèõ îïåðàöèé). Â ðàáîòå âûäåëåíèå ¾ãðàíèöû¿ ìåæ-
äó ¾ïðîñòûìè¿ è ¾ñëîæíûìè¿ íàñëåäñòâåííûìè ñëó÷àÿìè âåäåòñÿ â ðàìêàõ
ïîèñêà ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ, ò.å. êëàññîâ, èãðàþùèõ îñîáóþ, îïðå-
äåëÿþùóþ ðîëü â àíàëèçå ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà ãðàôàõ.
Ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç òèïîâ ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàñ-

ñîâ. Ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà áûëî ââåäåíî Â.Å. Àëåêñååâûì â ðàáîòå [32],
òàì æå áûëà îáîñíîâàíà ïîëåçíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè
çàäà÷ íà ãðàôàõ â ñåìåéñòâå êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ (ò.å. íà-
ñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ
ïîäãðàôîâ). Èìåííî, ëþáîé òàêîé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîæíûì¿ äëÿ äàííîé
çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé äëÿ
ýòîé çàäà÷è êëàññ. Òåì ñàìûì, äàæå ÷àñòè÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ìíî-
æåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ (ãðàíè÷íîé ñèñòåìå) ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé
èíòåðåñ.
Â ïåðâîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè ðàñøèðÿåòñÿ ìíîæåñòâî

¾ñëîæíûõ¿ ñëó÷àåâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè êëàññàìè, âêëþ-
÷àþùèìè ãðàíè÷íûå êëàññû. Èìåííî, ïîêàçûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì ïðè èç-
âåñòíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìå äëÿ çàäàííûõ íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X è ÷èñëà
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k ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå êëàññà Y � X ñ íå áîëåå ÷åì k çàïðåùåííûìè
ôðàãìåíòàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò íåêîòîðûé ãðàíè÷íûé êëàññ. Âî âòîðîé ÷à-
ñòè ïåðâîé ãëàâû äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèè ãðàíè÷íîñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàñ-
ñà ãðàôîâ è íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî êëàññà ãðàôîâ. Ýòî êëàññ T , ñîñòîÿùèé
èç ëåñîâ ñ íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ëèñòüÿìè â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.
Èçâåñòíû ïðèìåðû çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ êëàññû T è D (ìíîæå-
ñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåáåðíûìè ê ãðàôàì èç T ) ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè
[32, 34, 33]. Â äèññåðòàöèè äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ äîêàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîñòü
êëàññà T è ïðîèçâîäíûõ îò íåãî. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ [6, 13, 67].
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðà-

íè÷íîãî êëàññà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå (àáñîëþòíîãî) ãðàíè÷íîãî êëàññà. Äî
ðåçóëüòàòîâ íåäàâíåãî âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ íå óäàâàëîñü
ïîëíîñòüþ îïèñàòü àáñîëþòíóþ ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó. Âìåñòå ñ òåì, íàäåæäû
íà ïîëó÷åíèå èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ äåéñòâèòåëüíî îïðàâäûâàþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [60]). Âî âñåõ ðàíåå
ïîëó÷åííûõ òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòàõ óòâåðæäàëîñü, ÷òî êëàññû T è D îáðà-
çóþò îòíîñèòåëüíóþ ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó. Ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà
ïîõîæè äðóã íà äðóãà è ñëåäóþò ïëàíó, íàìå÷åííîìó â ðàáîòå [60]. Ïåð-
âûé ðåçóëüòàò ñ äðóãîé ïàðàäèãìîé ðàññóæäåíèé ïîëó÷åí âî âòîðîé ãëàâå.
Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå òðè êëàññà ãðàôîâ (äàëåêèå ïî ¾âíåøíåìó
âèäó¿ îò T è îò D) ñîñòàâëÿþò ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè (âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî âàðèàíòîâ) îòíîñèòåëüíî êëàññà ëå-
ñîâ. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè âòîðîé ãëàâû âïåðâûå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ
ïðîáëåìàòèêà, ÷åì îïèñàíèå îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Èìåííî, òàì
èçó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïî îòíîøåíèþ
ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé ïðè-
íàäëåæíîñòè äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ îáùåìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî
îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
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ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ýòèõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ. Äîêàçûâàåò-
ñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ïðåäñòàâèìîñòè ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
ñèñòåì â âèäå äðóãèõ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìå-
ðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè óñëîâèé íåêîòîðûå èç óòâåð-
æäåíèé âòîðîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû ïðåâðàùàþòñÿ â íåâåðíûå âûñêàçûâàíèÿ.
Îäèí èç ïðèìåðîâ òàêæå äåìîíñòðèðóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíûé ãðàíè÷íûé êëàññ
íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ãðàíè÷íûì. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â
[19, 21, 27].
Â ðàáîòå [32] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (çàäà÷à

ÍÌ), òàì æå áûëî äîêàçàíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ ýòîé çà-
äà÷è. Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè äëÿ çàäà÷è ÍÌ ãðàíè÷íûå
êëàññû, îòëè÷íûå îò êëàññà T . Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ ãðàôà G 2 T , ÷òî êëàññ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ¾ñëîæíûì¿ äëÿ
çàäà÷è ÍÌ [32]. Î òðóäíîñòè ïîèñêà òàêîãî ãðàôà G (èëè ïîëó÷åíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà åãî îòñóòñòâèÿ) ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è
ÍÌ äëÿ Free(fP5g) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì óæå áîëåå 20 ëåò [72]. Èìåþòñÿ äå-
ñÿòêè ðàáîò, â êîòîðûõ ê ïðîñòîìó ïóòè ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè äîáàâëÿåòñÿ
îäèí èëè íåñêîëüêî äðóãèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ è äîêà-
çûâàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ êëàññà
ãðàôîâ [36, 41, 40, 62, 70, 71, 72, 77]. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ
íå áîëåå ÷åì ïÿòüþ âåðøèíàìè, îòëè÷íîãî îò P5 è C5, çàäà÷à ÍÌ ïîëèíî-
ìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå ãðàôîâ Free(fP5; Gg) [72]. Âîïðîñ î ñëîæíîñòèçàäà÷è ÍÌ äëÿ êëàññà Free(fP5; C5g) îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîò óæå áîëåå 10
ëåò. Â ïåðâîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè âûÿâëÿþòñÿ íîâûå íàñëåä-
ñòâåííûå ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÍÌ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êëàññà Free(fP5; C5g). Ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèéñïîñîá ïîðîæäåíèÿ òàêèõ ñëó÷àåâ, îñíîâàííûé íà ââåäåííîì â äèññåðòàöèè
ïîíÿòèè ÍÌ-ðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà. Âîïðîñû î åäèíñòâåííîñòè êëàññà T ,
êàê ÍÌ-ãðàíè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è êàê ÍÌ-
ãðàíè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñóáêóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ðàñ-
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ñìàòðèâàþòñÿ âî âòîðîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíñòâåí-
íîñòü ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T çàäà÷à ÍÌ â êëàññå (ñóá-
êóáè÷åñêèõ) ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà G,
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Õîòÿ è çäåñü ýòîãî äîêàçàòü íå óäàåòñÿ, èìååòñÿ
áîëåå çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ ê äîñòèæåíèþ íàìå÷åííîé öåëè, ÷åì â îáùåì
ñëó÷àå. Èìåííî, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ ãðàôîâ îïèñàííîãî âûøå òèïà. Ðåçóëü-
òàòû, èçëîæåííûå â òðåòüåé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â [5, 23, 24, 28, 29, 35].
Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïîïûòêàõ äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà

ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ, ïðèâîäÿò ê ìûñëè
î òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíî
óñòðîåííûì è ïîýòîìó ïîïûòêè äàòü åãî îïèñàíèå, ïî-âèäèìîìó, îáðå÷åíû
íà íåóäà÷ó. Ýòà ìûñëü (êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ãåäåëåâñêèì àðãóìåíòîì)
äåéñòâèòåëüíî íàõîäèò ñâîå ïîäòâåðæäåíèå, ò.ê. ïðè k � 3 äëÿ îáåèõ çàäà÷
î k-ðàñêðàñêå (âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî âàðèàíòîâ), çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì
÷èñëå è èíäåêñå ãðàíè÷íûå ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè. Òåì ñà-
ìûì äîêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå èç [33] î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ áåñ-
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è
èíäåêñå � ¾ïðåäåëüíûå¿ âàðèàíòû çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå. Ïîýòîìó áûëî áû èí-
òåðåñíî èññëåäîâàòü îáùèå ÷åðòû è îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì
äëÿ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå è äëÿ çàäà÷ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî âñå ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ
ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå. Âìåñòå ñ òåì, ïðè ëþáîì
k > 3 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé k-
ðàñêðàñêå (ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå), êàæäûé
èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå (ñî-
îòâåòñòâåííî, äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå). Ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà äëÿ
çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå íå îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè ñèñòåìàìè äëÿ
çàäà÷ î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå. Èìåííî, êëàññ co(D) = fG : G 2 Dg ÿâëÿåò-
ñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì
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äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå íè ïðè êàêîì k. Ïåðå÷èñëåííûå â ýòîì
àáçàöå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ÷åòâåðòîé ãëàâû äèññåðòàöèè. Îíè
îïóáëèêîâàíû â [12, 14, 16, 22, 25, 57]
Ïÿòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà óñïåøíîé äåìîíñòðàöèè ìåòîäà

¾êðèòè÷åñêîãî¿ êëàññà ãðàôîâ. Â íåé ïîëó÷åí êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷è ÐÑÐ) â íåêî-
òîðîì äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîì ñåìåéñòâå èç íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ
ãðàôîâ, ñîäåðæàùåì âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå è ìèíîðíî çàìêíóòûå êëàñ-
ñû. Èìåííî, êëàññ X èç ýòîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ¾ïðîñòûì¿ äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ òðåõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ Y1;Y2;Y3íàéäóòñÿ ãðàôû G1 2 Y1; G2 2 Y2; G3 2 Y3, ÷òî íè îäèí ãðàô èç X íå ñîäåð-
æèò íè G1, íè G2, íè G3 â êà÷åñòâå ìèíîðà. Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò,÷òî ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ îáðàçóþò ðîâíî 10 êîíêðåòíûõ êëàñ-
ñîâ ãðàôîâ. Ýòî ïåðâûé ðåçóëüòàò î ïîëíîì îïèñàíèè ãðàíè÷íîé ñèñòåìû ñ
ìîìåíòà ïåðâîé ïóáëèêàöèè [2] ïî ãðàíè÷íûì êëàññàì. Èçëàãàåìûå â ïÿòîé
ãëàâå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [18, 20, 30].
Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, îïðåäåëÿåìûé áåñêîíå÷íûì ìèíèìàëüíûì

ìíîæåñòâîì çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ è ñîäåðæàùèé íåêîòî-
ðûé ãðàíè÷íûé êëàññ, íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ¾ñëîæíûì¿. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äåìàðêàöèè â ðåøåòêå âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ íåîáõî-
äèìî ïîìèìî ãðàíè÷íûõ ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå òèïû ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàñ-
ñîâ. Åñòåñòâåííûìè êàíäèäàòàìè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ¾ïðîñòûå¿ è ìèíè-
ìàëüíûe ¾ñëîæíûe¿ êëàññû, ò.å. òóïèêîâûå êëàññû ãðàôîâ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñëîæíîñòè èç ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè. Èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî ¾ïðîñòîãî¿ êëàññà ãðàôîâ îêàçûâàåòñÿ áåçðåçóëüòàòíûì. Òàê, â ðàáîòå
[32] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íè îäèí ¾ïðîñòîé¿ êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì ¾ïðîñòûì¿ (ïðàâäà, â [32] ýòî óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî ïðî çàäà÷ó î íåçàâè-
ñèìîì ìíîæåñòâå, íî âñå ðàññóæäåíèÿ èç äàííîé ðàáîòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ è
íà îáùèé ñëó÷àé).
Øåñòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè íàöåëåíà íà èññëåäîâàíèå ìèíèìàëüíûõ
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¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ. Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïî-
çíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ è ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è íåò íè îäíîãî ìèíèìàëüíîãî ¾ñëîæíîãî¿ ñëó÷àÿ.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k � 3 äëÿ îáåèõ çàäà÷ î k-
ðàñêðàñêå. Âî âòîðîé ÷àñòè ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òîãî, ÷òî ¾ñëîæíûé¿ êëàññ âêëþ÷àåò ìèíèìàëüíûé ¾ñëîæíûé¿ êëàññ. Íà
åãî îñíîâå êîíñòðóêòèâíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñó-
ùåñòâóåò çàäà÷à íà ãðàôàõ ðîâíî ñ k ìèíèìàëüíûìè ¾ñëîæíûìè¿ êëàññàìè.
Â ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè ýòè êëàññû îêàçûâàþòñÿ òàêæå è ãðàíè÷íûìè.
Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðåäëîæåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ
ãëàâàõ, îòíîñÿòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ìèíèìàëüíûõ ¾ñëîæíûõ¿ êëàññîâ. Òàê, âî
âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíû çàäà÷à íà ãðàôàõ è ìèíèìàëüíûé ¾ñëîæíûé¿ êëàññ
äëÿ äàííîé çàäà÷è, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì. Òåì ñàìûì îïðîâåðãíó-
òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ¾ñëîæíûé¿ êëàññ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íûì. Â ïÿòîé ãëàâå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè ìèíèìàëüíûõ ¾ñëîæíûõ¿
äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ ñëó÷àåâ èìååòñÿ ðîâíî 5 êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ è ðîâíî 1
ìèíîðíî çàìêíóòûé. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â øåñòîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [15, 26].
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Ãëàâà 1

Ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ: çíà÷åíèå è
ïðèìåðû

1.1 Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
Â äàííîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ââîäÿòñÿ íåêîòî-

ðûå îáîçíà÷åíèÿ. Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû âïî-
ñëåäñòâèè. Âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå â ýòîé è ïîñëåäó-
þùèõ ãëàâàõ íå ïðèâîäÿòñÿ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10, 11, 31, 39, 50].
1.1.1 Ìíîæåñòâà
Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþòñÿ ñòàíäàðòíûìè çíà÷êàìè [;\; n è 
. Äëÿ ìíîæåñòâ
A è B ÷åðåç A�B îáîçíà÷àåòñÿ èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàA îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 2A. Ñîâîêóïíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë x è y ìíîæåñòâî fx; x+1; : : : ; yg
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x; y.
Òåðìèí ¾ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî¿ (¾ìàêñèìàëüíûé ãðàô¿) ïðèìåíèòåëü-

íî ê ìíîæåñòâàì (èëè ãðàôàì) ñ êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì âñþäó îçíà÷àåò ìàêñè-
ìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî (èëè ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ãðàô)
ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Òåðìèí ¾íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîæå-
ñòâàì ñ êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì âñþäó îçíà÷àåò ìíîæåñòâî íàèáîëüøåé ìîù-
íîñòè ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Ïîíÿòèÿ ¾ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî¿ è ¾íàèìåíüøåå
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ìíîæåñòâî¿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè.
1.1.2 Îòíîøåíèÿ
Â äèññåðòàöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, ïîýòî-

ìó äàëåå ïîä òåðìèíîì ¾îòíîøåíèå¿ ïîíèìàåòñÿ òîëüêî áèíàðíîå îòíîøåíèå.
Íàïîìíèì, ÷òî ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà-
çûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå
è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà. Ðåôëåêñèâíîå è
òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì. Ëþáûå äâà ýëåìåíòà ïî-
ðÿäêà (êâàçèïîðÿäêà), íàõîäÿùèåñÿ â îòíîøåíèè, íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè.
Ïîðÿäîê (êâàçèïîðÿäîê) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ëþáûå äâà åãî ýëåìåíòà
ñðàâíèìû.
Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà R íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

X. Ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ X íàçûâàåòñÿ öåïüþ. Öåïü
íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé, åñëè åå i-ûé ýëåìåíò áîëüøå (â ñìûñëå ïîðÿäêà R)
i+ 1-îãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî i. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ
ýëåìåíòîâ X íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïî-
ðÿäî÷åííûì ïî îòíîøåíèþ R, åñëè îíî íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ óáûâàþùèõ
öåïåé è áåñêîíå÷íûõ àíòèöåïåé. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåïåé, ïîêðûâàþ-
ùèõ X, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ïîêðûòèÿ X. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ â àíòèöåïÿõ X íàçûâàåòñÿ øèðèíîé X. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè õîòÿ
áû îäèí èç ýòèõ äâóõ ïàðàìåòðîâ êîíå÷åí, òî êîíå÷åí è äðóãîé, ïðè÷åì îíè
ðàâíû. Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçûâàíèå ¾òåîðåìà Äèëâîðòà¿, à ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Äèëâîðòà ìíîæåñòâà X (îòíîñè-
òåëüíî R) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç DilR(X).
1.1.3 Ãðàôû è ïîäãðàôû
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ãðàôû ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè è

îáûêíîâåííûìè îäíîâðåìåííî, ò.å. êîíå÷íûìè íåïîìå÷åííûìè íåîðèåíòèðî-
âàííûìè ãðàôàìè áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Ìíîæåñòâî âåðøèí è ìíîæå-
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ñòâî ðåáåð ãðàôà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V (èëè V (G)) è E (èëè E(G))
ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ãðàôîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñòàíäàðò-

íûå îáîçíà÷åíèÿ (n � ÷èñëî âåðøèí):
� Pn � ïðîñòîé ïóòü,
� Cn � ïðîñòîé öèêë,
� Kn � ïîëíûé ãðàô,
� On � ïóñòîé ãðàô,
� Kn � e � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç Kn óäàëåíèåì ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà,
� Kp;q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè â îäíîé äîëå è q âåðøè-
íàìè â äðóãîé äîëå.

×åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, äîïîëíèòåëüíûé ê G. Îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1è G2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G1 �
G2. Ãðàô kG èçîìîðôåí ãðàôó G�G� : : :�G| {z }

k ñëàãàåìûõ

. Ãðàô G1 � G2 � ãðàô ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G1) [ V (G2) è ìíîæåñòâîì ðåáåð E(G1) [ E(G2) [
V (G1)� V (G2).Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì ê ãðàôó G, åñëè V (H) íàõîäèòñÿ âî âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì E(G) è ëþáûå äâå âåðøèíû H
ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ðåáðà èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Ìîñòîì Bk íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé ñîåäèíåíèåì âåðøèí ñòåïåíè 2

â äâóõ êîïèÿõ ãðàôà P3 ïðîñòûì ïóòåì äëèíû k. Òðèîäîì Ti;j;k íàçûâàåòñÿäåðåâî, èìåþùåå ðîâíî îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 3 è ðîâíî òðè ëèñòà, íàõîäÿ-
ùèõñÿ îò âåðøèíû ñòåïåíè 3 íà ðàññòîÿíèÿõ i; j; k ñîîòâåòñòâåííî. ÃðàôDi;j;kÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ê ãðàôó Ti+1;j+1;k+1.Ãðàô G0 = (V 0; E 0) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G = (V;E), åñëè âûïîëíå-
íû âêëþ÷åíèÿ V 0 � V è E 0 � E. Ïîäãðàô G0 íåêîòîðîãî ãðàôà G íàçû-
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âàåòñÿ ïîðîæäåííûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû G0 ñìåæíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè â G. Åñëè G0 � ïîðîæäåí-
íûé ïîäãðàô G, òî G áóäåì íàçûâàòü íàäãðàôîì ãðàôà G0. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîé ïîäãðàô ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà óäàëåíèåì âåðøèí è ðåáåð, à ïîðîæäåí-
íûé ïîäãðàô óäàëåíèåì òîëüêî âåðøèí (èìåÿ â âèäó, ÷òî îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ
âåðøèíû ïîäðàçóìåâàåò óäàëåíèå ñàìîé âåðøèíû è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð).
Ïîäãðàô ãðàôà G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí U � V (G), áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåçG[U ]. Ïîäãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôàG óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí
èç ïîäìíîæåñòâà V 0 � V (G), îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G n V 0.
1.1.4 Ìíîæåñòâà âåðøèí è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
Â ðàáîòå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: N(x) � îêðåñòíîñòü âåðøèíû

x; N [x] = N(x) [ fxg � çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü âåðøèíû x; ñôåðà Nk(x) �ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè k îò âåðøèíû x; øàð Bk(x)� ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì k îò âåðøèíû
x, Bk(x) = kS

i=0Ni(x); d(x; y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè x è y; deg(x) �
ñòåïåíü âåðøèíû x; rad(G) � ðàäèóñ ãðàôà G.
1.1.5 Êëàññû ãðàôîâ
Ëþáîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ êëàññîì ãðàôîâ. Êëàññ ãðàôîâ X íà-

çûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí
è ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì (èëè ìîíîòîííûì), åñëè îí çàìêíóò êàê îòíî-
ñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí, òàê è îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð. Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé (è òîëüêî íàñëåäñòâåííûé) êëàññ X ìîæåò
áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ S. Ïðè
ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü X = Free(S). Äëÿ íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X ÷åðåç
Forb(X ) îáîçíà÷àåòñÿ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ
ïîäãðàôîâ. Äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ýòî ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò
è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êëàññ X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðå-
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äåëåííûì, åñëè Forb(X ) êîíå÷íî, è áåñêîíå÷íî îïðåäåëåííûì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Åñëè jForb(X )j � k, òî X íàçûâàåòñÿ k�-îïðåäåëåííûì.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ
ãðàôîâ:
� G � ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ. Ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì,
ïðè÷åì Forb(G) = ;.

� F � ìíîæåñòâî ëåñîâ. Èç èõ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Forb(F) =
fC3; C4; C5; : : :g.

� P � êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Èç òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî,
ñëåäóåò, ÷òî äàííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî îïðåäåëåííûì.

� Bip � êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Ìíîæåñòâî Forb(Bip) ïî òåîðåìå Êåíè-
ãà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû. Äàííûé
êëàññ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî îïðåäåëåííûì.

� Deg(d) � êëàññ âñåõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò d.
ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæå-
ñòâå ãðàôîâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò d + 2 è õîòÿ áû
îäíà âåðøèíà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ d + 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî
d ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) êîíå÷íî.

� L(G) � êëàññ âñåõ ðåáåðíûõ ãðàôîâ. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåí-
íûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ äëÿ ýòîãî êëàññà èçâåñòíî � îíî ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.4 ìîíîãðàôèè [31] è ñîñòîèò
â òî÷íîñòè èç 9 ãðàôîâ.

Ñðåäè 6 ïðåäñòàâëåííûõ ïðèìåðîâ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ òîëüêî ìíîæå-
ñòâî ðåáåðíûõ ãðàôîâ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì ñëó÷àåì.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà X ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ãðàôîâ:
1. [X ] � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà X , ò.å. ìíîæåñòâî ãðàôîâ, èçî-
ìîðôíûõ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôàì ãðàôîâ èç X .
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2. co(X ) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ê ãðàôàì èç
X .

3. L(X ) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåáåðíûìè ê ãðàôàì èç êëàññà
X .

4. Q(X ) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ fG : 9H 2 X ; V (G) = V (H)[E(H) è E(G) =
f(v1; v2) : v1; v2 2 V (H); v1 6= v2g [ f(v; e) : v 2 V (H); e 2
E(H); âåðøèíà v â ãðàôå H èíöèäåíòà ðåáðó egg

Åñëè X ñîñòîèò èç îäíîãî ãðàôà G, òî áóäåì ïèñàòü H = L(G) (ñî-
îòâåòñòâåííî, H = Q(G)) âìåñòî H 2 L(fGg) (ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî
H 2 Q(fGg)).
1.2 ¾Êðèòè÷åñêèå¿ íàñëåäñòâåííûå êëàññû ãðàôîâ
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ î ïî-

ëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è î NP-ïîëíîòå òåõ èëè èíûõ çàäà÷ ïðè ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [9, 54, 74]). Äîñòàòî÷íî íàïîìíèòü,
÷òî ïîèñêîâàÿ ìàøèíà êîìïàíèè Google âûäàåò ïðèìåðíî 13�106 ðåçóëüòàòîâ
ïîèñêà ïî çàïðîñó ¾NP-completeness¿ (¾NP-ïîëíîòà¿) è ïðèìåðíî 4 � 105 ðå-
çóëüòàòîâ ïîèñêà ïî çàïðîñó ¾polynomial-time solvability¿ (¾ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü¿). Íàïðàâëÿþùèå ìîòèâû ê ïîëó÷åíèþ íîâûõ ñâåäåíèé òàêîãî
ðîäà ìîãóò áûòü ñàìèìè ðàçíîîáðàçíûìè, íî ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü äâà
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ:
1. Ïîèñê áîëåå øèðîêèõ ¾ïðîñòûõ¿ êëàññîâ, îáúåìëþùèõ ðàíåå èçâåñòíûå.
2. Ïîèñê NP-ïîëíûõ ñóæåíèé äëÿ èçâåñòíûõ ¾ñëîæíûõ¿ ñëó÷àåâ.
Âìåñòå ñ òåì, ïðè ðàññìîòðåíèè öåëûõ ñåìåéñòâ ìàññîâûõ çàäà÷ ìîæíî

ñòàâèòü ïðîáëåìû áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà, ÷åì àíàëèç ñëîæíîñòè äëÿ êîí-
êðåòíîãî áåñêîíå÷íîãî êëàññà èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïî-
ñòàâèòü öåëüþ âûÿâëåíèå ïðåäåëîâ, äî êîòîðûõ âîçìîæíû ðàñøèðåíèÿ ïîëè-
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íîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è ñóæåíèÿ ñ ¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ ñëîæíîñòíûì ñòà-
òóñîì. Òåì ñàìûì, ðå÷ü ôàêòè÷åñêè èäåò î âûÿâëåíèè ¾ëèíèè âîäîðàçäåëà¿
ìåæäó ¾ïðîñòûìè¿ è ¾ñëîæíûìè¿ ñëó÷àÿìè. Ñ ýòîé ïðîáëåìîé äåìàðêà-
öèè òåñíî ñâÿçàíî ïîëó÷åíèå èñ÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ ¾ïðîñòûõ¿ (èëè
¾ñëîæíûõ¿) ñëó÷àåâ.
Ïî-âèäèìîìó, ðåàëèçóåìîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå íàìåðåíèé îáóñëîâ-

ëåíà íå òîëüêî íàäëåæàùèì âûáîðîì ñîâîêóïíîñòè áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ èí-
äèâèäóàëüíûõ äàííûõ, íî åùå è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîíÿòèéíîãî àïïàðàòà.
Óçîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè ìàññîâûõ çàäà÷ ìàëîïðèâëåêàòåëüíà
äëÿ èññëåäîâàòåëÿ. Âìåñòå ñ òåì, ñîäåðæàòåëüíîñòü ïðîáëåìû äåìàðêàöèè
èìååò ìåñòî äàëåêî íå äëÿ âñåõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ìàññîâûõ
çàäà÷. Òàê, óäàëåíèå/äîáàâëåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç/ê ìàññîâîé íå
ìåíÿåò åå ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òå
ñåìåéñòâà ìàññîâûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå îäíîé èí-
äèâèäóàëüíîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ñðàçó íåñêîëüêî
òàêèõ îïåðàöèé (èç-çà êàêîé-íèáóäü çàìêíóòîñòè).
Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ óïîìÿíóòàÿ ãðàíèöà äëÿ ðÿäà çàäà÷ íà ãðàôàõ â

ñåìåéñòâå íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êëàññîâ êîí-
òèíóàëüíà è ñîäåðæèò ìíîãèå èçâåñòíûå, èíòåðåñíûå ñ ïðàêòè÷åñêîé è òåî-
ðåòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ êëàññû, âêëþ÷àåò ñåìåéñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ
è ìîíîòîííûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Ôîðìàëèçóåì ðàíåå èíòóèòèâíî îùóùàåìûå ïîíÿòèÿ ¾ïðîñòûõ¿ è

¾ñëîæíûõ¿ âõîäíûõ äàííûõ. Ïóñòü � � êàêàÿ-íèáóäü NP-ïîëíàÿ çàäà÷à íà
ãðàôàõ (ñàìî ïîíÿòèå ¾çàäà÷à íà ãðàôàõ¿ ïîíèìàåòñÿ èíòóèòèâíî è ñòðî-
ãî íå îïðåäåëÿåòñÿ). Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X íàçîâåì �-ïðîñòûì,
åñëè çàäà÷à � ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà, è �-
ñëîæíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñòü ýôôåê-
òèâíûé (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè ãðàôà ê êëàññó X è äàæå òîãî, ÷òî ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì, ïîëèíîìèàëüíî ðåøàþùèé �, ïîëó÷à-
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åò íà âõîä òîëüêî ãðàôû èç X . Íàñ íå èíòåðåñóåò, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè
ïîëó÷åíèè àëãîðèòìîì íà âõîä ãðàôà íå èç X . Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P 6= NP è ýòî óñëîâèå íå âêëþ÷àåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì â
ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé. Íàïðèìåð, òàêîãî: åñëè çàäà-
÷à � ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ ãðàôîâ èç íåêîòîðîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà
X , òî X � �-ñëîæíûé êëàññ.
Åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äåìàðêàöèè â ñåìåéñòâå

íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ �-
ïðîñòûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ �-ñëîæíûõ åãî ýëåìåíòîâ. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ �-ïðîñòûõ êëàññîâ íåò íè äëÿ îäíîé
çàäà÷è �, ò.ê. åñëè X � �-ïðîñòîé êëàññ ãðàôîâ è G 62 X , òî êëàññ X [ [fGg]
òàêæå ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Ýòî ÿâëåíèå áûëî îáíàðóæåíî Â.Å. Àëåêñååâûì â
ðàáîòå [32] (òàì, ïðàâäà, ýòî óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå (çàäà÷è ÍÌ), íî âñå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ è íà îáùèé
ñëó÷àé). Âìåñòå ñ òåì, äî íåäàâíåãî âðåìåíè ïðî ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷å-
íèþ �-ñëîæíûå êëàññû (íàçûâàåìûå â äèññåðòàöèè ïðîñòî ìèíèìàëüíûìè
�-ñëîæíûìè) âîîáùå íè÷åãî íå áûëî èçâåñòíî. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êëàññîâ
ãðàôîâ áûëî êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíî â ðàáîòå [14], òàì æå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ èõ íå ñóùåñòâóåò. Çäåñü æå áóäóò äàíû
îòâåòû íà áîëåå ãëóáîêèå âîïðîñû, â ò.÷. áóäåò äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ìèíè-
ìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ.
Èòàê, ìèíèìàëüíûå �-ñëîæíûå êëàññû ñóùåñòâóþò íå âñåãäà. Çíà÷èò,

ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå óáûâàþùèå öåïè (ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ) èç
�-ñëîæíûõ ñëó÷àåâ, ñõîäÿùèåñÿ ê íåêîòîðîìó �-ïðîñòîìó. Èíòóèöèÿ ïîä-
ñêàçûâàåò, ÷òî ïðåäåëû òàêèõ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (îñîáåííî
ìèíèìàëüíûå èç íèõ) èãðàþò îñîáóþ ðîëü è ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïðè
ýòîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ
B íàçûâàåòñÿ �-ïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü B1 � B2 � : : : èç �-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ÷òî B = 1T

i=1Bi.
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Ìèíèìàëüíûé �-ïðåäåëüíûé êëàññ íàçûâàåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Ïîíÿòèå
ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ áûëî ââåäåíî Â.Å. Àëåêñååâûì â ðàáîòå [32],
îáîáùåíî â [33] è óòî÷íåíî â [6]. Çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðà-
ôîâ ðàñêðûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 èç ðàáîòû [32].
Tåîðåìà 1.1. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-ëèáî �-ãðàíè÷íûé êëàññ.
Òåîðåìà 1.1 (êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü òåîðåìîé Â.Å. Àëåêñååâà) îçíà÷àåò,

÷òî ïðè èçâåñòíîì ñòðîåíèè �-ãðàíè÷íîé ñèñòåìû (ò.å. ìíîæåñòâà âñåõ ãðà-
íè÷íûõ äëÿ çàäà÷è � êëàññîâ ãðàôîâ) èìååò ìåñòî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ �-
ïðîñòûõ (è �-ñëîæíûõ) êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ñëó÷àåâ. Ïîýòîìó âûÿâëåíèå
�-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ âûçûâàåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.
Â òîé æå ðàáîòå [32] äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûé êîíêðåòíûé êëàññ ãðàôîâ

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è ÍÌ. Ýòî êëàññ T , ñîñòîÿùèé èç ëåñîâ ñ íå
áîëåå ÷åì òðåìÿ ëèñòüÿìè â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Â ðàáîòå [34] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî êëàññû T è D (D � ìíîæåñòâî ðåáåðíûõ ãðàôîâ ê ãðàôàì T )
ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷è î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (çàäà÷è ÄÌ).
Â [33] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî T è D ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ ðÿäà çàäà÷ íà
ãðàôàõ (î ïîðîæäåííîì ïàðîñî÷åòàíèè, î íàèáîëüøåì ïóòè è öèêëå è ò.ï.).
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.1 îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé äëÿ áåñêîíå÷íî îïðåäåëåí-

íûõ êëàññîâ. Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòîé êëàññ F , âêëþ÷àþùèé
êëàññ T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé �-ñëîæíûé êëàññ îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò
íåêîòîðûé �-ãðàíè÷íûé (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî êëàññà).
Ïîýòîìó, åñëè íàñëåäñòâåííûé êëàññ íå âêëþ÷àåò íè îäíîãî �-ãðàíè÷íîãî
êëàññà, òî îí ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Çíà÷èò, èíòåðåñíî èññëåäîâàòü (ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñëîæíîñòè çàäà÷è �) òîëüêî íàñëåäñòâåííûå ñëó÷àè, âêëþ÷àþùèå
õîòÿ áû îäèí �-ãðàíè÷íûé êëàññ. Çäåñü áû õîòåëîñü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ðàñøèðèòü ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû Â.Å. Àëåêñååâà, ò.å. óñòàíîâèòü
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¾òðóäíîðåøàåìîñòü¿ çàäà÷è� äëÿ áîëåå øèðîêîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ ãðàôîâ,
÷åì ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ, âêëþ÷àþùèõ �-ãðàíè÷íûå
êëàññû. Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ñîñòàâëÿåò îäíó èç ÷à-
ñòåé ýòîé ãëàâû ðàáîòû.
Òîò ôàêò, ÷òî óñòàíîâëåíà ãðàíè÷íîñòü èìåííî êëàññîâ T è D äëÿ öåëî-

ãî ðÿäà çàäà÷, îòðàæàåò, ïî-âèäèìîìó, îäíîîáðàçèå ïðèìåíÿâøåãîñÿ äî ñèõ
ïîð ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâó èõ ãðàíè÷íîñòè. Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñíî áû-
ëî áû âûÿâèòü îáùèå ÷åðòû çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ äàííûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ
ãðàíè÷íûìè. Ýòî èçó÷åíèå, ïî ñóùåñòâó, ñîñòàâëÿåò äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå
ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè. Äàííîå èññëåäîâàíèå íà÷íåòñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà
êðèòåðèÿ ãðàíè÷íîñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ãðàôîâ è äîêàçàòåëüñòâà óñëî-
âèé ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïåðâîé ãëàâû äåìîíñòðèðó-
åò ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ïîèñêó íîâûõ ñëó÷àåâ ãðàíè÷íîñòè
T è ïðîèçâîäíûõ îò íåãî.
1.3 Ðàñøèðåíèå ïðåäåëîâ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Â.Å. Àëåêñåå-

âà
Îäíî èç èìåþùèõñÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû 1.1 èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî

ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ
èç íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ è ñõîäÿùàÿñÿ ê ÷àñòè íåêîòîðîãî êîíå÷íî îïðå-
äåëåííîãî êëàññà ãðàôîâ, ñîäåðæèò ýëåìåíò, âêëþ÷åííûé â ýòîò êîíå÷íî
îïðåäåëåííûé êëàññ. Ýòî ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêîå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò óñòà-
íîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü óïîìÿíóòîé òåîðåìû 1.1 â îäíó ñòîðîíó. Âîçíèêàåò
åñòåñòâåííàÿ èäåÿ � ïîïûòàòüñÿ ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî íàñëåäñòâåííûõ
êëàññîâ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðåí ýòîò ôàêò. Íî è çäåñü îïðåäåëÿþùóþ
ðîëü èãðàþò êîíå÷íî îïðåäåëåííûå êëàññû.
Ëåììà 1.1. Ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èç íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê ñîáñòâåííîìó ïîäìíî-
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æåñòâó Y ìíîæåñòâà X , ñîäåðæèò âêëþ÷åííûé â X ÷ëåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ Z,
÷òî Y � Z � X .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, äîêàæåì íåîáõî-

äèìîñòü. Ïóñòü Forb(Y) = fG1; G2; : : :g. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yi êëàññ
Free(fG1; G2; : : : ; Gig). ßñíî, ÷òî Y1 � Y2 � : : : è ÷òî Y = 1T

i=1Yi. Ïî
óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò òàêîå i�, ÷òî Yi� � X . Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Y � Z � X , ãäå Z = Yi�. Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.
Åñëè êëàññ X ñîäåðæèò êîíå÷íî îïðåäåëåííûé ïîäêëàññ Y , êîòîðûé, â

ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò íåêîòîðûé �-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî è X è Y ÿâëÿþòñÿ
�-ñëîæíûìè. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1. Íà ñàìîì äåëå, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà �-ñëîæíîñòè êëàññà X äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ
áû îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç �-ñëîæíûõ êëàññîâ, íåêîòîðûé ÷ëåí êîòî-
ðîé âêëþ÷åí â X . Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå ýòî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ìîæíî äàòü îòâåò íà
âîïðîñ î òîì, âêëþ÷àåò ëè çàäàííûé êëàññ X êàêîé-íèáóäü k�-îïðåäåëåííûéïîäêëàññ Y .
Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè òàêîé Y è ñóùåñòâóåò, òî îí îáÿçàòåëüíî ñî-

äåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíñòðóêòèâíî ôîðìèðóåìîì çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñïèñêå
(â ðàìêàõ íåêîòîðîé ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé) èç k�-îïðåäåëåííûõêëàññîâ ãðàôîâ. Áîëåå òîãî, âêëþ÷åíèå õîòÿ áû îäíîãî �-ãðàíè÷íîãî êëàññà
õîòÿ áû â îäèí k�-îïðåäåëåííûé ïîäêëàññ X ýêâèâàëåíòåí âêëþ÷åíèþ õîòÿ
áû îäíîãî �-ãðàíè÷íîãî êëàññà â îäèí èç êëàññîâ óïîìÿíóòîãî ñïèñêà. Ïðè
èçâåñòíîì ìíîæåñòâå âñåõ �-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü
(ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî âêëþ÷åíèÿ) �-ñëîæíîñòü êëàññà X .
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êëàññ X ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íî îïðåäå-

ëåííûì. Ïîýòîìó ïðè ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà (ò.å. âûáîðå ìîäåëè
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âû÷èñëåíèé) íèêàêèå ñòàíäàðòíûå ìîäåëè (îïåðèðóþùèå ñ êîäàìè âõîäíîé
èíôîðìàöèè ëèøü êîíå÷íîé äëèíû) äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, âè-
äèìî, íå ïðèãîäíû. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññà Y íåîáõîäèìî èìåòü
îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ ¾çàãëÿäûâàíèåì âíóòðü¿ êëàññà X è ïîðîæäåíèåì
êàêîé-íèáóäü ïîëåçíîé äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó â êà÷å-
ñòâå ìîäåëè âû÷èñëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü îðàêóë, çàïðîñ ê êîòîðîìó
â âèäå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ S âîçâðàùàåò ïîäìíîæå-
ñòâî F (S) � Forb(X ), äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîòîðîãî íè îäèí ãðàô èç S íå
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì.
Îïèøåì ïðîöåäóðó ôîðìèðîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòè k�-îïðåäåëåííûõ êëàñ-

ñîâ c óïîìÿíóòûì âûøå çíà÷åíèåì. Â åå îñíîâå ëåæèò ïîñòðîåíèå äåðåâà,
êàæäîìó óçëó êîòîðîãî ïðèïèñàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç íå áîëåå ÷åì k
ãðàôîâ. Ëèñòüÿ ýòîãî äåðåâà ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâå êàòåãîðèè � íóæíûõ
ëèñòüåâ è íåíóæíûõ ëèñòüåâ. Ñïèñîê æåëàåìûõ êëàññîâ ôîðìèðóåòñÿ íà îñ-
íîâå ìíîæåñòâ ãðàôîâ, ïðèïèñàííûõ íóæíûì ëèñòüÿì, ïóòåì èõ çàïðåùåíèé
â êà÷åñòâå ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Êîðíþ ïðèïèñûâàåòñÿ ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì ïîòîìêàì êîðíÿ ïðèïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ìíî-
æåñòâà èç îäíîãî ýëåìåíòà � ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà
G� èç Forb(X ). Åñëè S = fG1; G2; : : : ; Gig � èíôîðìàöèÿ, ïðèïèñàííàÿ òå-
êóùåìó óçëó äåðåâà, òî âñå íåïîñðåäñòâåííûå ïîòîìêè ýòîãî óçëà ñòðîÿòñÿ
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Íà âõîä îðàêóëó ïîäàåòñÿ ìíîæåñòâî S è ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî F (S). Åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è i � k, òî òåêóùèé
óçåë îáúÿâëÿåòñÿ íóæíûì ëèñòîì. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî è i = k,
òî óçåë îáúÿâëÿåòñÿ íåíóæíûì ëèñòîì. Åñëè æå îíî íå ïóñòî è i < k, òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ãðàô H 2 F (S), îïðåäåëÿþòñÿ âñå åãî ïî-
ïàðíî íåèçîìîðôíûå ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû H1; H2; : : : ; Hr è ê òåêóùåìó
óçëó äîáàâëÿþòñÿ r ïðîíóìåðîâàííûõ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ, j-îìó èç
êîòîðûõ ïðèïèñàíî ìíîæåñòâî S [ fHjg.Îáîñíîâàíèå ñîîòâåòñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû äàííîé ïðîöåäóðû çà-
ÿâëåííûì ðàíåå òðåáîâàíèÿì ñîäåðæèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ñëåäóþùèõ
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óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1.2. Åñëè Y 0 � X 0, òî äëÿ ëþáîãî G 2 Forb(X 0) ñóùåñòâóåò

òàêîé ãðàô H 2 Forb(Y 0), ÷òî G � íàäãðàô H.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ãðàôà H íå íàéäåòñÿ.
Òîãäà ãðàô G äîëæåí ïðèíàäëåæàòü êëàññó Y 0 (ïîñêîëüêó îí íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî ãðàôà èç Forb(Y 0) â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà). Íî òîãäà
âêëþ÷åíèå Y 0 � X 0 íå ìîæåò èìåòü ìåñòî, ò.ê. G 62 X 0. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.2. Åñëè ñóùåñòâóåò k�-îïðåäåëåííûé ïîäêëàññ X , âêëþ÷àþ-

ùèé êàêîé-íèáóäü �-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî ñóùåñòâóåò êëàññ èç ïîñòðîåííîé
ñîâîêóïíîñòè ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Y = Free(S) � êîíå÷íî îïðåäåëåííîå ïîä-
ìíîæåñòâî X ; jSj � k, B � �-ãðàíè÷íûé êëàññ, âêëþ÷åííûé â Y . Äîïîëíèì
äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ïðèïèñûâàíèåì êàæäîìó åãî
ðåáðó òîãî ãðàôà, êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ðîäèòåëÿ ê íåïîñðåä-
ñòâåííîìó ïîòîìêó. Ðàññìîòðèì ïóòü P íàèáîëüøåé äëèíû îò êîðíÿ äàííîãî
äåðåâà ê íåêîòîðîìó åãî óçëó, ÷òî ïðèïèñàííûå åãî ðåáðàì ãðàôû îáðàçó-
þò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî S 0 ìíîæåñòâà S. Äëèíà ýòîãî ïóòè íå ìåíåå ÷åì
1, ò.ê. ïî ëåììå 1.2 ñóùåñòâóåò ãðàô èç S, äëÿ êîòîðîãî ãðàô G� ÿâëÿåòñÿ
íàäãðàôîì.
Ïîêàæåì, ÷òî P äîëæåí çàêàí÷èâàòüñÿ â ëèñòå äåðåâà. Ïðåäïîëîæèì ïðî-

òèâíîå, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç G0 ãðàô, ïðèïèñàííûé ïîñëåäíåìó ðåáðó P ,
à ÷åðåç G00 îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûé ãðàô íåïóñòîãî ìíîæåñòâà F (S 0). Ïî-
ñêîëüêó G00 2 Forb(X ), òî Y � Free(S 0[fG00g). Ïîýòîìó ïî òîé æå ëåììå 1.2
ñóùåñòâóåò ãðàô èç Forb(Y), ÿâëÿþùèéñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà
G00. Îòñþäà è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ äåðåâà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïóòü P íå ÿâëÿåòñÿ
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íàèáîëüøèì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Êîíåö ïóòè P ñîâ-
ïàäàåò èìåííî ñ íóæíûì ëèñòîì äåðåâà, ò.ê. èíà÷å jS 0j = k, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî S 0 = S (íàïîìíèì, ÷òî S 0 � S è jSj = k) è Y = Free(S) = Free(S 0) * X .
Ïîñêîëüêó ïóòü P çàêàí÷èâàåòñÿ â íóæíîì ëèñòå, òî Free(S 0) ïðèíàäëå-

æèò ñôîðìèðîâàííîìó ìíîæåñòâó êëàññîâ, ïðè÷åì Free(S 0) � X . Ïîñêîëüêó
S 0 � S, òî B � Free(S) � Free(S 0). Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.
Èòàê, çíà÷åíèå âû÷èñëåííîé ñîâîêóïíîñòè êëàññîâ ãðàôîâ ñîñòîèò â òîì,

÷òî ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ k�-îïðåäåëåííîãî ¾ïîñðåäíèêà¿ ìåæäó X è
íåêîòîðûì ãðàíè÷íûì êëàññîì ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âêëþ÷åíèÿ õîòÿ áû îä-
íîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà â íåêîòîðûé êëàññ èç ñîâîêóïíîñòè. Òåì ñàìûì,
ïðè çàäàííîì k ðàñøèðÿåòñÿ (ïî ñðàâíåíèþ òîëüêî ñ êîíå÷íî îïðåäåëåííû-
ìè ñëó÷àÿìè) ìíîæåñòâî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ, äëÿ êîòîðûõ çíàíèå âñåõ
�-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
çàäà÷è �. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ðåçóëüòàòû íå óäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó-
÷àé âñåõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ
ðàçðàáîòêîé òàêîãî àëãîðèòìà, ñîñòîèò â ôîðìóëèðîâêå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè
ïðîöåññà (äëÿ k�-îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ïàðàìåòð k èãðàåò ðîëü ñîîòâåòñòâó-þùåãî îòñå÷åíèÿ ïî ¾âðåìåíè¿).
1.4 Êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè
Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèé ãðàíè÷íîñòè ïðîèçâîëüíîãî

êëàññà ãðàôîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ íà
ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.
Òåîðåìà 1.3. �-ïðåäåëüíûé êëàññ X ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî G 2 X ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ãðàôîâ S � Forb(X ), ÷òî êëàññ Free(S [ fGg) ÿâëÿåòñÿ
�-ïðîñòûì.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîïóñòèì, óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâó-
åò òàêîé ãðàô G 2 X , ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S � Forb(X )
êëàññ Free(S [ fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Çàíóìåðóåì ãðàôû èç Forb(X )
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: Forb(X ) = fH1; H2; : : :g. Êàæäûé èç êëàññîâ Yn =
Free(fH1; H2; : : : ; Hn; Gg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ò.ê. ïðè ëþáîì n ñïðàâåä-
ëèâî âêëþ÷åíèå Yn+1 � Yn, òî êëàññ Y = 1T

n=1Yn = X \ Free(fGg) � X
ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ X � íå �-ãðàíè÷íûé.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è Y � íàñëåäñòâåííûé

êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì êëàññà X . Ïîêàæåì, ÷òî òî-
ãäà êëàññ Y íå ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì. Ïóñòü G 2 X n Y , S � êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Forb(X ), äëÿ êîòîðîãî êëàññ Free(S [ fGg) ÿâëÿ-
åòñÿ�-ïðîñòûì. Äîïóñòèì, Y1 � Y2 � : : :� ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî 1T

n=1Yn = Y . Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ êëàññ Yn, íå ñîäåðæàùèé
ãðàôà G è âñåõ ãðàôîâ èç S (ïî ëåììå 1.1). Òàê êàê Yn ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-ñòâîì �-ïðîñòîãî êëàññà Free(S[fGg), òî îí ñàì �-ïðîñòîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê Y , èìååòñÿ �-ïðîñòîé
êëàññ, ïîýòîìó Y � íå �-ïðåäåëüíûé. Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà.
1.5 Íîâûå ñëó÷àè ãðàíè÷íîñòè êëàññà T è åãî ïðîèçâîäíûõ
1.5.1 Óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Forb(T ) îáðàçóþò âñå öèêëû, âñå ìîñòû è
ãðàô K1;4. Àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ D îáðàçîâàíî âñåìè öèêëàìè äëèíû
íå ìåíåå ÷åì 4, ðåáåðíûìè ãðàôàìè âñåõ ìîñòîâ è ãðàôàìè K1;3; K4; K4 � e.
Ýòè íàáëþäåíèÿ âêóïå ñ òåîðåìîé 1.3 ïîçâîëÿþò íàì ñôîðìóëèðîâàòü íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D.
Äëÿ i � 1; j � 4; k � 1 ÷åðåç U(i; j; k) îáîçíà÷èì êëàññ Free(fBs : 1 � s �

jg [ fCs : 3 � s � jg [ fK1;4; kTi+1;i+1;i+1g), à ÷åðåç W(i; j; k) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî Free(fL(Bs) : 1 � s � jg[fCs : 4 � s � jg[fK1;3; K4; K4�e; kDi;i;ig).
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Ïîëüçóÿñü õàðàêòåðèçàöèåé ðåáåðíûõ ãðàôîâ èç [31] íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ âñåõ óïîìÿíóòûõ çíà÷åíèé i; j; k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî W(i; j; k) =
L(U(i; j; k)).
Ïðèìåíèòåëüíî ê êëàññàì T è D òåîðåìà 1.3 äàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
Òåîðåìà 1.4. Êëàññ T (ñîîòâåòñòâåííî, D) ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí �-ïðåäåëüíûé è äëÿ ëþáûõ i � 1; k � 1
ñóùåñòâóåò òàêîå j � 4, ÷òî êëàññ U(i; j; k) (ñîîòâåòñòâåííî, W(i; j; k))
ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëàññà T , äîêàçà-

òåëüñòâî äëÿ êëàññà D àíàëîãè÷íî (è èñïîëüçóåò ñîîòíîøåíèÿ D = L(T )
è W(i; j; k) = L(U(i; j; k))). Äîïóñòèì, êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Ïî
òåîðåìå 1.3 äëÿ ëþáûõ i � 1 è k � 1 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ãðàôîâ S � Forb(T ), ÷òî êëàññ Free(S [ fkTi+1;i+1;i+1g) ÿâëÿåòñÿ
�-ïðîñòûì. Ïóñòü j � ìàêñèìóì äëèí öèêëîâ è ìîñòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â
S (åñëè S íå ñîäåðæèò íè öèêëîâ, íè ìîñòîâ, òî ïîëàãàåì j = 4). Òîãäà
U(i; j; k) � Free(S [ fkTi+1;i+1;i+1g), ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ U(i; j; k) áóäåò ÿâ-ëÿòüñÿ �-ïðîñòûì.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i � 1 è k � 1 íàéäåòñÿ òàêîå j � 4, ÷òî êëàññ

U(i; j; k) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ãðàô G 2 T ïðè íåêîòî-
ðûõ i � 1 è k � 1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà kTi+1;i+1;i+1. Òà-êèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãîG 2 T ïðè íåêîòîðûõ i � 1; j � 4; k � 1 èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå Free(fBs : 1 � s � jg[fCs : 3 � s � jg[fK1;4; kTi+1;i+1;i+1; Gg) �
U(i; j; k). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1.3 êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà 1.4
äîêàçàíà.
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1.5.2 Ìíîæåñòâî çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ ãðàíè÷íûìè êëàññàìè T è D êîíòèíóàëü-íîé ìîùíîñòè
Òåîðåìà 1.4 ìîæåò áûòü ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òîãî,

ÿâëÿþòñÿ ëè êëàññû T è D ãðàíè÷íûìè äëÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è èëè íåò.
Îíà ïîçâîëÿåò âûÿâèòü êîíòèíóàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ
êîòîðûõ ýòè êëàññû ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè îäíîâðåìåííî. Êàæäàÿ òàêàÿ çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ êîíêðåòíûì ïðåäñòàâèòåëåì îáùåé çàäà÷è î íàèáîëüøåì ïî-
ðîæäåííîì ïîäãðàôå. Åå ïîñòàíîâêà (â îïòèìèçàöèîííîé ôîðìå) çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîèñêå â èñõîäíîì ãðàôå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà ñ íàèáîëüøèì êîëè-
÷åñòâîì âåðøèí, îáëàäàþùèì îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì. Áîëåå ôîðìàëüíî,
çàäàí ãðàô G è íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ X (íå îáÿçàòåëüíî íàñëåäñòâåí-
íûé). Ïîðîæäåííûé ïîäãðàô G, ïðèíàäëåæàùèé X , áóäåì äàëåå íàçûâàòü
X -ïîäãðàôîì. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â X -ïîäãðàôàõ G áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç nX (G). Çàäà÷à îá X -ïîäãðàôå (äàëåå, çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ])
äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, âûïîëíÿ-
åòñÿ ëè íåðàâåíñòâî nX (G) � k. Ìíîãèå èçâåñòíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ ÿâëÿþò-
ñÿ çàäà÷åé îá X -ïîäãðàôå ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå X . Ýòî òàê, íàïðèìåð, äëÿ
çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (X � êëàññ ïóñòûõ ãðàôîâ) è äëÿ çàäà÷è î
íàèáîëüøåì ïîðîæäåííîì ïóòè (X � êëàññ ïðîñòûõ ïóòåé).
Íàïîìíèì, ÷òî ðåáðî â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìîñòîì, åñëè åãî óäàëåíèå óâå-

ëè÷èâàåò ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ìîñòà ê ãðàôó
ïîäðàçóìåâàåò äîáàâëåíèå ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíàì èç ðàçíûõ êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè. Îïåðàöèÿ s-ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà â ãðàôå ñîñòîèò â çàìåíå
ýòîãî ðåáðà ïðîñòûì ïóòåì äëèíû s+1. Îïåðàöèÿ s-ñòÿãèâàíèÿ ïóòè ñ s+2
âåðøèíàìè (âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü 2) â ãðàôå
ñîñòîèò â çàìåíå ýòîãî ïóòè ðåáðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî s-ïîäðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé îïåðàöèåé ê s-ñòÿãèâàíèþ.
Íàëîæèì íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ íà êëàññ X . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé

íàñëåäñòâåííûé êëàññ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êëàññà X ñ ìíîæåñòâîì Deg(3) ñîâ-
29



ïàäàåò ñ P \ Deg(3). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî
êëàññîâ ãðàôîâ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî
âñåõ ãîìåîìîðôíûõ K3;3 ãðàôîâ. Ïóñòü ~N � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
N. Ðåçóëüòàò s-ïîäðàçáèåíèé (s 2 ~N) ðåáåð K5 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(~N).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàô G ïðèíàäëåæèò S(~N) åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâó-
þò òàêèå ÷èñëà n1; n2; : : : ; nk 2 ~N è ðåáðà e1; e2; : : : ; ek 2 E(K5), ÷òî n1-ïîäðàçáèåíèå e1, n2-ïîäðàçáèåíèå e2, : : :, nk-ïîäðàçáèåíèå ek ïðèâîäèò ê ãðà-ôó, èçîìîðôíîìó G. Ò.ê. íè îäèí ãðàô èç S(~N) íå ïðèíàäëåæèò Deg(3), òî
Free(S[S(~N))\Deg(3) = P\Deg(3). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî fFree(S[S(~N)) :~N � Ng ñîäåðæèò òîëüêî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êëàññû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñôîð-
ìóëèðîâàííûì ðàíåå óñëîâèÿì. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì, ïî-
ñêîëüêó 2N êîíòèíóàëüíî.
Çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ] ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, ò.ê. çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[P ] è

ÏÎÄÃÐÀÔ[X ] ñîâïàäàþò äëÿ ãðàôîâ èç Deg(3), à çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[P ] ÿâ-
ëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ òàêèõ ãðàôîâ [53].
×àñòî �-ïðåäåëüíîñòü êëàññîâ T è D äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì óñòàíîâëåíèÿ

ñâÿçè ìåæäó îïòèìèçèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè èñõîäíîãî ãðàôà è ðåçóëüòàòà
s-ïîäðàçáèåíèÿ åãî ðåáðà (ðåáåð) ïðè íåêîòîðîì s. Ýòà èäåÿ áóäåò èñïîëüçî-
âàíà äàëåå.
Ëåììà 1.3. Åñëè ãðàô G0 ïîëó÷åí èç G 2 Deg(3) s-ïîäðàçáèåíèåì íåêî-

òîðîãî åãî ðåáðà, òî nX (G0) = nX (G) + s.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèé èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, äîáàâëåíèé ìîñòîâ, k-
ïîäðàçáèåíèé è k-ñòÿãèâàíèé ïðè ëþáîì k. Ëþáîé X -ïîäãðàô G ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G0 � ðåçóëüòàò çàìåíû ðåáðà e = (a; b) ïóòåì P äëè-

íû s + 1 â ãðàôå G. Ïóñòü H 2 X � ïîðîæäåííûé ïîäãðàô G ñ íàèáîëü-
øèì ÷èñëîì âåðøèí. Îáðàçóåì ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H 0 ãðàôà G0 ñëåäó-
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þùèì îáðàçîì. Åñëè e 2 E(H), òîãäà âåñü ïóòü P âêëþ÷àåòñÿ â H 0. Åñëè
e 62 E(H) è a 2 V (H) (ñîîòâåòñòâåííî, b 2 V (H)), òîãäà P òîæå âêëþ÷à-
åòñÿ â H 0, êðîìå åãî êîíöåâîé âåðøèíû b (ñîîòâåòñòâåííî, a). Íàêîíåö, åñëè
a 62 V (H); b 62 V (H), òîãäà P âêëþ÷àåòñÿ â H 0, êðîìå åãî êîíöåâûõ âåðøèí.
Ãðàô H 0 ïîëó÷àåòñÿ èç H ëèáî ïîäðàçáèåíèåì íåêîòîðîãî ðåáðà, ëèáî äîáàâ-
ëåíèÿìè èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ìîñòîâ. Ïîýòîìó H 0 2 X . Î÷åâèäíî, ÷òî
nX (G0) � jV (H 0)j � jV (H)j+ s = nX (G) + s, ò.å. nX (G0) � nX (G) + s.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü H 0 � íàèáîëü-

øèé X -ïîäãðàô ãðàôà G0. Ò.ê. êëàññ P çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîáàâëåíèé
èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ìîñòîâ è H 0 ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
÷èñëî âåðøèí, òî îí ñîäåðæèò ëèáî âñå âåðøèíû P , ëèáî âñå âåðøèíû,
êðîìå îäíîãî èç êîíöîâ P , ëèáî âñå âåðøèíû, êðîìå îáîèõ êîíöîâ P . Ïóòü
P s-ñòÿãèâàåòñÿ â ãðàôå H 0 â ïåðâîì ñëó÷àå. Âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû
P óäàëÿþòñÿ èç H 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ è åñëè a 2 V (H 0); b 2 V (H 0),
òî ëþáàÿ èç ýòèõ âåðøèí òàêæå óäàëÿåòñÿ. ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô H
ïðèíàäëåæèò X . Ñëåäîâàòåëüíî, nX (G) � jV (H)j � jV (H 0)j�s = nX (G0)�s,
ò.å. nX (G) + s � nX (G0). Ëåììà 1.3 äîêàçàíà.
Ëåììà 1.4. Êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ïðåäåëüíûìè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç Deg(3). Âû-

ïîëíèì k-ïîäðàçáèåíèå (k � 4) êàæäîãî ðåáðà ãðàôà G. Ïîëó÷èâøèé-
ñÿ ãðàô G0 íå ñîäåðæèò B1; B2; : : : ; Bk è C3; C4; : : : ; Ck â êà÷åñòâå ïî-
ðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Ïî ëåììå 1.3, nX (G0) = nX (G) + kjE(G)j. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k > 3 çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ] äëÿ ãðàôîâ èç
Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷åé äëÿ ãðàôîâ èç Tk�3 =
Deg(3)\Free(fB1; B2; : : : ; Bk; C3; C4; : : : ; Ckg). Ïîñêîëüêó êëàññDeg(3) ÿâëÿ-åòñÿ ñëîæíûì äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ], òî äëÿ ëþáîãî k � 1 êëàññ Tk òîæåÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ñëîæíûì. Çàìåòèì, ÷òî T1 � T2 � : : : è 1T

k=1 Tk = T .
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Ïîýòîìó fTkg � áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ñëîæíûõ êëàññîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê T . Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ T
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ].
Ïóñòü G 2 T1 è H = L(G). ßñíî, ÷òî H 2 Deg(3) è nX (H) ðàâíî íàè-

áîëüøåìó êîëè÷åñòâó ðåáåð â ïîäãðàôàõ G (íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäåííûõ),
ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó X . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêèå ïîäãðàôû ìîãóò áûòü
òîëüêî ïëàíàðíûìè. Àíàëîã çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[P ] äëÿ ïîäãðàôîâ îáùåãî âè-
äà (ò.å. çàäà÷à î íàèáîëüøåì ïëàíàðíîì ïîäãðàôå) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ
ãðàôîâ èç Deg(3) [52]. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ] ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé äëÿ ðåáåðíûõ ãðàôîâ ãðàôîâ èç T1. Ìíîæåñòâî L(T1) îáîçíà÷èì ÷åðåç
D1.Òåïåðü, ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç D1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
k-ïîäðàçáèåíèå ëþáîãî ðåáðà G, íå ïðèíàäëåæàùåãî íè îäíîìó åãî òðå-
óãîëüíèêó, ïðèâîäèò ê ãðàôó, ÿâëÿþùåìóñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì íåêîòîðîãî
ãðàôà èç Tk. Ýòîò ôàêò è ðàññóæäåíèÿ èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà îçíà÷àþò, ÷òîçàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ] ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ ðåáåðíûõ ãðàôîâ ãðàôîâ èç
Tk. Ìíîæåñòâî òàêèõ ðåáåðíûõ ãðàôîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Dk. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ëþáîì k êëàññ Dk ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]. Ïðè
ýòîì D1 � D2 � : : : è 1T

k=1Dk = D. Òàêèì îáðàçîì, D ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
êëàññîì äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]. Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.5. Êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ãðàíè÷íûìè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå îáà êëàññà T è D ÿâëÿþòñÿ

ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ïðåäåëüíûìè. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå 1.4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáûõ i è k ñóùåñòâóåò òàêîå j�, ÷òî êëàññû U(i; j�; k) è W(i; j�; k)
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]. Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî òàê äëÿ
j� = 2i+ 6.
ßñíî, ÷òî ëþáîé ãðàô G 2 U(i; j�; k) ïðèíàäëåæèò êëàññó Deg(3). Âåðøè-
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íó x ñòåïåíè 3 áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé â ãðàôå G, åñëè íå ñóùåñòâóåò
ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî x ñ âèñÿ÷åé âåðøèíîé G, â êîòîðîì âñå ïðîìåæóòî÷íûå
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 2. Ðàññòîÿíèå â G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè
ñòåïåíè 3 íå ìåíåå ÷åì 2i+4, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò ãðàô ñîäåð-
æèò ëèáî ïîðîæäåííûé öèêë äëèíû íå áîëåå ÷åì 2i+ 6, ëèáî ïîðîæäåííûé
ìîñò Bs äëèíû s � 2i+3. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ãðàôà G
ïðèíàäëåæèò ëþáîìó åãî ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó, èçîìîðôíîìó Ti+1;i+1;i+1.Ðàññìîòðèì òðè êðàò÷àéøèõ ïóòè, ñîåäèíÿþùèõ x ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3
(íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèìè), êàæäûé èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò ðîâíî îäíîãî ñîñåäà x. Ýòè ïóòè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí, êðîìå x
è, âîçìîæíî, êîíöåâûõ âåðøèí. Êàæäûé òàêîé ïóòü ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì
2i+ 5 > i+ 2 âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà x è íåêîòîðûå âåðøèíû ýòèõ
òðåõ ïóòåé ïîðîæäàþò ïîäãðàô, èçîìîðôíûé Ti+1;i+1;i+1. Áîëåå òîãî, ëþáûåäâà ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôà G, èçîìîðôíûõ Ti+1;i+1;i+1, íå èìåþò îáùèõ âåð-øèí è íåò ðåáðà G, èíöèäåíòíîãî âåðøèíàì èç ðàçíûõ ïîäãðàôîâ (èíà÷å
ðàññòîÿíèå â G ìåæäó íåêîòîðûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3 íå ïðåâîñ-
õîäèò 2i + 3). Ïîýòîìó ãðàô G íå ìîæåò ñîäåðæàòü k âíóòðåííèõ âåðøèí,
èíà÷å îí ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô kTi+1;i+1;i+1.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G íå èìååò âèñÿ÷èõ âåðøèí, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òà-
êàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò êàæäîìó X -ïîäãðàôó G. Åñëè G0 � ðåçóëüòàò
1-ñòÿãèâàíèÿ â G, òî ïî ëåììå 1.3 nX (G) = nX (G0) + 1. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí â G è G0 îäèíàêîâîå. Ïîýòîìó çàäà÷à ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]
äëÿ ãðàôîâ èç U(i; 2i+ 6; k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ áåç âèñÿ÷èõ âåðøèí, ê êîòîðûì íå ïðèìåíè-
ìî 1-ñòÿãèâàíèå. Ëþáàÿ âåðøèíà êàæäîãî òàêîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé è ïîýòîìó îí ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì k âåðøèí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ
U(i; 2i+ 6; k) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äëÿ çàäà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]. Ïîýòîìó êëàññ T
ÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[X ]-ãðàíè÷íûì.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëàññà D ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ èç

ïðåäûäóùèõ àáçàöåâ. Ïîýòîìó, îíî çäåñü íå ïðèâîäèòüñÿ. Òåîðåìà 1.5 äîêà-
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çàíà.
1.5.3 Äðåâåñíàÿ øèðèíà è êëèêîâàÿ øèðèíà ãðàôîâ è èõ ïðèìåíåíèå ïðèóñòàíîâëåíèè ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ T è D

Äðåâåñíàÿ øèðèíà è êëèêîâàÿ øèðèíà ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëåçíûìè ÷èñ-
ëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè âûÿâëåíèè ñëó÷àåâ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷ íà ãðàôàõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé
êîíñòàíòû íåêîòîðûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû â êëàññå ãðàôîâ, ó
êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç äàííûõ õàðàêòåðèñòèê îãðàíè÷åíà ýòîé êîíñòàíòîé
(ìíîãî èíôîðìàöèè ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè â [37, 46]). Ïîýòîìó, ïîìíÿ
îá óòâåðæäåíèè òåîðåìû 1.3, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ýòè ïîíÿòèÿ ïðè
ôîðìóëèðîâêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãðàíè÷íîñòè ïðåäåëüíûõ êëàññîâ. Îäíî
èç íèõ áóäåò äîêàçàíî äàëåå.
Äðåâåñíûì ðàçëîæåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïàðà (T;W ), ãäå T � äåðåâî,

W � 2V (G) è ñ êàæäîé âåðøèíîé v äåðåâà T ñâÿçàí ýëåìåíò Wv ìíîæåñòâà
W òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
� V (G) = S

v2V (T )Wv
� äëÿ êàæäîãî ðåáðà (a; b) 2 E(G) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðøèíà v äåðåâà
T , ÷òî a è b ïðèíàäëåæàò Wv

� äëÿ êàæäîé âåðøèíû a 2 V (G) ìíîæåñòâî fv 2 V (T ) : a 2 Wvg îáðàçóåòñâÿçíîå ïîääåðåâî â äåðåâå T
Øèðèíîé äðåâåñíîãî ðàçëîæåíèÿ (T;W ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tw(T;W ) =

maxv2V (T )(jWvj � 1) è äðåâåñíîé øèðèíîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tw(G) =
min(tw(T;W )), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì äðåâåñíûì ðàçëîæå-
íèÿì (T;W ) ãðàôà G. Ïîíÿòèå äðåâåñíîé øèðèíû ãðàôà áûëî ââåäåíî â
ðàáîòå [55].
Êëèêîâîé øèðèíîé ãðàôà G (ââåäåííîé â [45] è îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç cw(G))

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ìåòîê, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôà
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ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ îïåðàöèé:
� ñîçäàíèå íîâîé âåðøèíû ñ ëþáîé, â ò.÷. óæå èñïîëüçîâàííîé, ìåòêîé
� îáúåäèíåíèå äâóõ ëþáûõ ñîçäàííûõ ãðàôîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíî-
æåñòâàìè âåðøèí

� âûáîð äâóõ èìåþùèõñÿ ìåòîê i 6= j è ñîåäèíåíèå ðåáðîì êàæäîé âåðøèíû
ñ ìåòêîé i c êàæäîé âåðøèíîé ñ ìåòêîé j

� ïåðåèìåíîâàíèå ìåòêè ëþáîé âåðøèíû íà ëþáóþ äðóãóþ ìåòêó
Ýêâèâàëåíòíî, ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ãðàôà G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

êîðíåâîãî äåðåâà, êîðíþ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñàì ãðàô G, ëèñòüÿì ñîîò-
âåòñòâóþò ñîçäàíèÿ âåðøèí, à âñåì âíóòðåííèì óçëàì � áåññâÿçíûå îáúåäè-
íåíèÿ óæå èìåþùèõñÿ ãðàôîâ è äîáàâëåíèÿ ðåáåð. Ïåðåèìåíîâàíèÿ ìåòîê
ïðèïèñàíû íåêîòîðûì ðåáðàì äåðåâà.
Äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà � ìåðà áëèçîñòè ê ëåñó, ïîñêîëüêó tw(G) = 1

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G � ëåñ. C äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåí-
ñòâî tw(G) = jV (G)j � 1 âûïîëíåíî òîëüêî äëÿ ïîëíîãî ãðàôà G. Êëèêîâàÿ
øèðèíà ãðàôà � áîëåå òîíêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãðàôà, ÷åì äðåâåñíàÿ øèðèíà.
Òàê, íàïðèìåð, cw(Kn) = 2 ïðè n � 2 è cw(C4) = 2, cw(P4) = 3 (è, âîîáùå,
cw(G) � 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G 2 Free(fP4g) [47]). Îãðàíè÷åííîñòüêëèêîâîé øèðèíû âëå÷åò ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ äëÿ áîëåå
øèðîêèõ êëàññîâ ãðàôîâ, ÷åì îãðàíè÷åííîñòü äðåâåñíîé (ïðàâäà, ñëó÷àåâ
îãðàíè÷åííîñòè äðåâåñíîé øèðèíû èçâåñòíî ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ñëó÷àåâ
îãðàíè÷åííîñòè êëèêîâîé). Â êëàññàõ ãðàôîâ ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè
âåðøèí îãðàíè÷åííîñòè îáåèõ õàðàêòåðèñòèê ýêâèâàëåíòíû [47].
Ëåììà 1.5 [63]. Äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G1 2 T ; G2 2 D è ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà d ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C = C(G1; G2; d), ÷òî äðåâåñíàÿ
øèðèíà è êëèêîâàÿ øèðèíà ëþáîãî ãðàôà èç êëàññà Deg(d)\ Free(fG1; G2g)
îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì C.
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Ëåììà 1.6 [38]. Åñëè X � ìîíîòîííûé êëàññ è T * X , òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî C = C(X ), ÷òî êëèêîâàÿ øèðèíà ëþáîãî ãðàôà èç êëàññà X íå
ïðåâîñõîäèò C.
Ëåììà 1.7 [63]. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà d ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

X � Deg(d). Äðåâåñíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, êëèêîâàÿ) øèðèíà ãðàôîâ êëàññà
X îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì C1 = C1(X ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äðåâåñíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, êëèêîâàÿ) øèðèíà ãðàôîâ êëàññà L(X ) îãðàíè-
÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì C2 = C2(X ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T W(1; t) ìíîæåñòâî ãðàôîâ, äðåâåñíàÿ øèðèíà êî-

òîðûõ íå ïðåâîñõîäèò t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T W(d; t) ìíîæåñòâî ãðàôîâ
Deg(d) \ T W(1; t).
Ëåììà 1.8. Åñëè êëàññ T ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì è äëÿ ëþáîãî t çàäà÷à

� ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå T W(3; t), òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì. Åñëè êëàññ D ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì è äëÿ ëþáîãî t çà-
äà÷à � ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå L(T W(3; t)), òî D ÿâëÿåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 T . Ãðàôû

K1;4 è C3 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Forb(T ). Ò.ê. Free(fG;K1;4; C3g) =
Deg(3)\Free(fG;C3g) è C3 2 D, òî èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî äðåâåñíàÿ øè-
ðèíà ãðàôîâ èç Free(fG;K1;4; C3g) îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì t1 = t1(G),ïîýòîìó Free(fG;K1;4; C3g) � T W(3; t1). Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò,
÷òî T ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 D. Ãðàôû K1;3; K4; K4 � e; L(B1)ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Forb(D). Ïîñêîëüêó K1;3 2 T è X =

Free(fG;K1;3; K4; K4 � e; L(B1)g) � Deg(3) \ Free(fG;K1;3g), òî ïî ëåììå
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1.5 äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç X îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì t2 = t2(G).Èç òåîðåìû 8.4 ìîíîãðàôèè [31] ñëåäóåò, ÷òî êëàññ X ñîñòîèò èç ðåáåðíûõ
ãðàôîâ, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî X = L(Y).
Ïîñêîëüêó K4 62 X , òî Y � Deg(3). Èç ëåììû 1.7 ñëåäóåò, ÷òî äðåâåñíàÿ
øèðèíà ãðàôîâ êëàññà Y îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ÷èñëîì t3 = t3(G), ïîýòî-ìó X � L(T W(3; t3)). Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì. Ëåììà 1.8 äîêàçàíà.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ëåììû 1.8. ê óñòàíîâëåíèþ ãðàíè÷íîñòè

êëàññîâ T è D äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ.
Ðàçáèåíèåì íà êëèêè ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G)

íà ïîäìíîæåñòâà V1; V2; : : : ; Vr, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ãðàô G[Vi] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.Êîëè÷åñòâî êëèê â íàèìåíüøåì ðàçáèåíèè íà êëèêè ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç �(G) (ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëèêîâîãî ïîêðûòèÿ). Çàäà÷à î
ðàçáèåíèè íà êëèêè (çàäà÷à ÐÊ) äëÿ äàííîãî ãðàôà G ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïî çàäàííûì ãðàôó G è ÷èñëó k îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî
�(G) � k.
Ìíîæåñòâî ïóòåé fPath1; Path2; : : : ; Pathkg íåêîòîðîãî ãðàôà G áóäåì

íàçûâàòü ÍÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìîé, åñëè ëþáûå äâà åãî ïóòè íå
èìåþò îáùèõ âåðøèí è ïðè ëþáîì i ïóòü Pathi ñîåäèíÿåò âåðøèíû si è tiãðàôà G. Çàäà÷à î íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòÿõ (çàäà÷à ÍÏ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïî çàäàâàåìûì ãðàôó G, åãî âåðøèíàì s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk îïðåäåëèòü,ñîäåðæèò ëè ãðàô ÍÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìó.
Ëåììà 1.9. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ïðåäåëüíûì. Êëàññ D ÿâëÿåòñÿ

ÐÊ-ïðåäåëüíûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ÐÊ-ïðåäåëüíîñòü êëàññà D äîêàçàíà â ðàáîòå [33].

Ïóñòü G 2 Deg(3) è ãðàô Gr ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà G çàìåíîé êàæäîãî ðåáðà
ïóòåì äëèíû r+1. ßñíî, ÷òî äëÿ ãðàôà G è åãî âåðøèí s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk
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HÏ(s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk)-ñèñòåìà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òàêàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò äëÿ ãðàôà Gr è åãî âåðøèí s1; t1; s2; t2; : : : ; sk; tk.Ïîñêîëüêó Gr 2 Free(fC3; C4; : : : ; C4+r; B1; B2; : : : ; Brg), òî çàäà÷à ÍÏ â
êëàññå ãðàôîâ Deg(3) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå
Free(fC3; C4; : : : ; C4+r; B1; B2; : : : ; Brg). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì
r êëàññ Free(fC3; C4; : : : ; C4+r; B1; B2; : : : ; Brg) ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ñëîæíûì,
ò.ê. êëàññ Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ñëîæíûì [68]. Îòñþäà è ðàâåíñòâà
1T
r Free(fC3; C4; : : : ; C4+r; B1; B2; : : : ; Brg) = T ñëåäóåò, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ
ÍÏ-ïðåäåëüíûì. Ëåììà 1.9 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.6. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ãðàíè÷íûì. Êëàññ D ÿâëÿåòñÿ

ÐÊ-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ d è t

êëàññ ãðàôîâ T W(d; t) ÿâëÿåòñÿ ÐÊ-ïðîñòûì [37] è ÍÏ-ïðîñòûì [75]. Ïðè
ýòîì, ïî ëåììå 1.7 äëÿ ëþáîãî t ñóùåñòâóåò òàêîå t0, ÷òî L(T W(d; t)) �
T W(2d�1; t0). Îòñþäà, ëåìì 1.8 è 1.9 ñëåäóåò, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ÍÏ-ãðàíè÷íûì
è ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ÐÊ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà 1.6 äîêàçàíà.
1.5.4 Ïðîèçâîäíûå îò T êëàññû è íåêîòîðûå ñëó÷àè èõ ãðàíè÷íîñòè
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ãðàíè÷íîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ ìîæíî äîêàçûâàòü,

èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è �1 â êëàññå X è çàäà-
÷è �2 â îáðàçå f(X ) íåêîòîðîãî îïåðàòîðà f . Òàêàÿ èäåÿ (â íåÿâíîé ôîðìå)
èñïîëüçîâàëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãðàíè÷íîñòè êëàññîâ D = L(T ) è [Q(T )]
äëÿ çàäà÷è ÄÌ [34]. Ïîýòîìó êëàññû D è [Q(T )] ìîæíî íàçûâàòü ïðîèçâîä-
íûìè îò êëàññà T .
Îñîáåííî ïðîñòî è óäà÷íî óïîìÿíóòàÿ èäåÿ ðàáîòàåò äëÿ ïàð êîìïëåìåí-

òàðíûõ çàäà÷, ò.å. òàêèõ äâóõ çàäà÷, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà X îäíà èç íèõ
ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà äðóãîé â êëàññå co(X ). Èìåííî, åñëè �1 è �2
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� ïàðà êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷ è fB1;B2; : : :g � �1-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà, òî
ìíîæåñòâî âñåõ �2-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ fco(B1); co(B2); : : :g. Êëàñ-ñè÷åñêèì ïðèìåðîì ïàðû êîìïëåìåíòàðíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î íåçà-
âèñèìîì ìíîæåñòâå è î íàèáîëüøåé êëèêå (ïîñëåäíÿÿ äëÿ çàäàííîãî ãðàôà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè â ãðàôå êëèêó ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåð-
øèí). Äðóãèì òàêèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à ÐÊ è çàäà÷à î ðàñêðàñêå,
ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òîáû ðàçáèòü ìíîæåñòâî âåðøèí çàäàííîãî ãðàôà íà íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó êëàññ co(T ) ÿâëÿåòñÿ
ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î íàèáîëüøåé êëèêå, à êëàññ co(D) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-
íûì äëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå.
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Ãëàâà 2

Îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå ñèñòåìû è èõ
ñâîéñòâà

2.1 Îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå êëàññû
Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå âñåõ �-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ïîçâîëÿåò

ïîëíîñòüþ îïèñàòü âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå �-ïðîñòûå ñëó÷àè. Äî íåäàâ-
íèõ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ íå óäàâàëîñü âûÿâèòü
âñþ ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó. Âìåñòå ñ òåì, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå âñå ñåìåéñòâî
íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ H , à òîëüêî êàêóþ-òî åãî ÷àñòü, òî ìîæ-
íî íàäåÿòüñÿ íà èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû. Íàïðèìåð, òàêîãî ðîäà
ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [60]. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî
ãðàíè÷íîãî êëàññà.
Ïóñòü X � íåêîòîðûé �-ñëîæíûé êëàññ. Êëàññ B íàçûâàåòñÿ �-

ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî X , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
B1 � B2 � : : : èç �-ñëîæíûõ ÷àñòåé X , ÷òî B = 1T

i=1Bi. Åñëè B ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ êëàññîì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òî îí íàçûâàåòñÿ
�-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî X . Êëàññ Y íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì
îòíîñèòåëüíî X , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ S, ÷òî
Y = X \ Free(S). Àíàëîãîì òåîðåìû 1.1 äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.1. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé îòíîñèòåëüíî X êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿ-
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åòñÿ �-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âêëþ÷àåò êàêîé-íèáóäü
�-ãðàíè÷íûé îòíîñèòåëüíî X ïîäêëàññ.

Ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà îáîáùàåò ïîíÿòèå ïðîñòî ãðà-
íè÷íîãî êëàññà, ò.ê. �-ãðàíè÷íûé êëàññ � êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ �-ãðàíè÷íûì
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ G. Äàëåå òàêèå êëàññû èíîãäà áóäóò
íàçûâàòüñÿ àáñîëþòíûìè �-ãðàíè÷íûìè.
Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèè áóäåò ïîëíîñòüþ îïèñàíî ìíîæå-

ñòâî �-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X (îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç B�(X )) êëàññîâ ãðà-
ôîâ äëÿ íåêîòîðûõ ïàð (�;X ). Ìíîæåñòâî B�(X ) íàçûâàåòñÿ �-ãðàíè÷íîé
ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî X .
Âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàñ-

ñîâ ïðîäîëæàþòñÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà, ÷åì
ïðîñòî îïèñàíèå (âñåõ) �-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî êàêîãî-íèáóäü �-
ñëîæíîãî ñëó÷àÿ. Òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ ñåìåéñòâà H ïî îò-
íîøåíèþ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíûõ �-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ê ñî-
æàëåíèþ, äî ñèõ ïîð íå óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòü õîòÿ áû îäèí òàêîãî
ðîäà ôàêòîð-êëàññ äëÿ õîòÿ áû îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ. Îäíàêî, óäàåò-
ñÿ ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè äâóõ íàñëåäñòâåííûõ êëàñ-
ñîâ ãðàôîâ îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè è ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå
ïðàâèëà âûáîðà òåõ ôàêòîð-êëàññîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó âñåé
ôàêòîðèçàöèè. Óäàåòñÿ òàêæå îáíàðóæèòü íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè ìåæäó
B�(X [Y);B�(X \Y) è B�(X );B�(Y). Íàêîíåö, äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ðåçóëü-òàòîâ î ïðåäñòàâèìîñòè è î íåïðåäñòàâèìîñòè ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíûõ
�-ãðàíè÷íûõ ñèñòåì â âèäå äðóãèõ îòíîñèòåëüíûõ �-ãðàíè÷íûõ ñèñòåì.
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2.2 Ñòðîåíèå îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìû äëÿ ðÿäà çàäà÷
íà ãðàôàõ

2.2.1 Êðèòåðèé ïîëíîòû ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
Íàïîìíèì, ÷òî äî ðåçóëüòàòîâ íåäàâíåãî âðåìåíè íå èìåëîñü ïðèìåðîâ

ïîëíîãî îïèñàíèÿ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Îäíàêî, â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíûõ
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ òàêèå ðåçóëüòàòû áûëè èçâåñòíû. Âñå èìåþùèåñÿ óòâåð-
æäåíèÿ òàêîãî ðîäà îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
Òåîðåìà 2.2. Ïîäìíîæåñòâî fB1;B2; : : : ;Bkg ìíîæåñòâà B�(X ) ñîâïà-

äàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ
G1 2 B1; G2 2 B2; : : : ; Gk 2 Bk êëàññ X \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ
�-ïðîñòûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü B�(X ) = fB1;B2; : : : ;Bkg. Åñëè ñóùåñòâó-

þò ãðàôû G1 2 B1; G2 2 B2; : : : ; Gk 2 Bk, äëÿ êîòîðûõ êëàññ X \
Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì, òî ïî òåîðåìå 2.1 åñòü êëàññ
B 2 B�(X ), âêëþ÷åííûé â X \ Free(fG1; G2; : : : ; Gkg). Êëàññ B îòëè÷åí îò
êàæäîãî èç êëàññîâ B1;B2; : : : ;Bk è ïîýòîìó B�(X ) 6= fB1;B2; : : : ;Bkg. Ïî-ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G1 2 B1; G2 2 B2; : : : ; Gk 2 Bk êëàññ

X \Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì è B�(X ) 6= fB1;B2; : : : ;Bkg.Òîãäà åñòü êëàññ B 2 B�(X ) è ãðàôû G01 2 B1nB; G02 2 B2nB; : : : ; G0k 2 BknB.Êëàññ X \ Free(fG01; G02; : : : ; G0kg) âêëþ÷àåò B è ïî òåîðåìå 2.1 îí ÿâëÿåòñÿ
�-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà.
2.2.2 Îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå ñèñòåìû èç ïðîèçâîäíûõ êëàññà T
Òåîðåìà 2.2 âêóïå ñ íåêîòîðûìè âñïîìîãàòåëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè

(íàïîäîáèå ëåìì 1.5 è 1.6) ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü ïîëíîòó îïèñàíèé îòíî-
ñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Òàê, â ðàáîòå [60] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû
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T è D è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷è ÄÌ îòíîñèòåëüíî
êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ P . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè êëàññû è òîëüêî
îíè ÿâëÿþòñÿ ÄÌ-ãðàíè÷íûìè îòíîñèòåëüíî Deg(d) ïðè ëþáîì d � 3.
Èíîãäà óäàåòñÿ ïîêàçàòü ïîëíîòó íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîäíûõ îò T
îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ çàäà÷ (ñì. ïîñëåäíèé ðàçäåë ïðåäûäóùåé ãëàâû).
Íàïðèìåð, äîâîëüíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ÄÌ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà âñåõ ðåáåðíûõ ãðàôîâ L(G) [17].
Äðóãèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ èäåè ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2.3. Êëàññ [Q(T )] ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÄÌ-ãðàíè÷íûì

îòíîñèòåëüíî [Q(G)].
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â [60] áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ÍÌ â ëþáîì êëàñ-

ñå X ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÄÌ â êëàññå Q(X ). Èñïîëüçóÿ ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî è òîò ôàêò, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì, íåòðóäíî
óñòàíîâèòü, ÷òî [Q(T )] ÿâëÿåòñÿ ÄÌ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî [Q(G)]. Äîêà-
æåì åãî åäèíñòâåííîñòü. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.2. Ïóñòü G � ïðîèçâîëü-
íûé ãðàô èç [Q(T )], îí ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà Q(kTk;k;k)ïðè íåêîòîðîì k. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ãðàôîâ c k(3k + 1) âåðøèíàìè, äëÿ
êîòîðûõ kTk;k;k ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì (íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäåííûì). Ñïðà-
âåäëèâî âêëþ÷åíèå [Q(G)] \ Free(fGg) � [Q(Free(S))]. Êëàññ Free(S) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûì è íå âêëþ÷àåò êëàññ T . Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì [4] (áîëåå ñîâðåìåííîå îáîñíîâàíèå ýòîìó ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî
ëåììå 1.6 êëèêîâàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç Free(S) îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòîé è çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññàõ ãðàôîâ ñ îãðàíè-
÷åííîé êëèêîâîé øèðèíîé [46]). Çíà÷èò, êëàññ Q(Free(S)) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì
ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÄÌ (ââèäó ñôîðìóëèðîâàííîé â íà÷à-
ëå äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
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çàäà÷à ÄÌ äëÿ êëàññà [Q(Free(S))] ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å
äëÿ êëàññà Q(Free(S)). Çíà÷èò, êëàññû [Q(Free(S))] è [Q(G)] \ Free(fGg)
ÿâëÿþòñÿ ÄÌ-ïðîñòûìè. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.2 êëàññ [Q(T )] ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ÄÌ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî [Q(G)]. Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà.
2.2.3 Ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè îòíî-ñèòåëüíî ëåñîâ
Âî âñåõ èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòàòàõ î ñòðîåíèè îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ

êëàññîâ ôèãóðèðîâàëè ïðîèçâîäíûå êëàññà T è ïðèñóòñòâîâàëà ïîëèíîìè-
àëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷å ñ ãðàíè÷íûì êëàññîì T . Ïåðâûé ðåçóëüòàò
ñ äðóãîé ïàðàäèãìîé äîêàçàòåëüñòâà áûë ïîëó÷åí â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà
äèññåðòàöèè. Â íåé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå òðè êëàññà ãðàôîâ (äâà
èç êîòîðûõ âåñüìà äàëåêè ïî ¾âíåøíåìó âèäó¿ îò T ) ñîñòàâëÿþò ãðàíè÷íóþ
ñèñòåìó äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè îòíîñèòåëüíî êëàññà ëåñîâ F .
Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò äîêàçàí äàëåå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè

Ïóñòü çàäàíû ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâî L = fL(v) :
v 2 V g, ãäå êàæäîå L(v) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (öâåòîâ, â
êîòîðûå ðàçðåøàåòñÿ ïîêðàñèòü âåðøèíó v). L-ðàíæèðîâàíèåì âåðøèí ãðà-
ôà G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðàñêðàñêà c åãî âåðøèí, ÷òî:
1) c(v) 2 L(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû v;
2) åñëè c(v1) = c(v2), v1 6= v2, òî êàæäûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé v1 è v2, ñîäåð-æèò òàêóþ âåðøèíó v3, ÷òî c(v3) > c(v1).
Çàäà÷à î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (çàäà÷à ÂÑÐ) ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû ïî äàííûì G è L îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí
ãðàôà G. Óòî÷íèì, ÷òî ïîä ÂÑÐ-ïðîñòûì êëàññîì ãðàôîâ äàëåå ïîíèìàåò-
ñÿ òàêîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ, ÷òî çàäà÷à ÂÑÐ ðåøàåòñÿ äëÿ ãðàôîâ èç
ýòîãî êëàññà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì íàçíà÷åíèè L. Ïîíÿòèÿ
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L-ðàíæèðîâàíèÿ ðåáåð ãðàôà, çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè
(çàäà÷è ÐÑÐ) ââîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ïóòåì çàìåíû ñëîâà ¾âåðøèíà¿ íà ñëîâî
¾ðåáðî¿. Àíàëîãè÷íî óòî÷íÿåòñÿ ïîíÿòèå ÐÑÐ-ïðîñòîãî êëàññà.
Çàäà÷è ÂÑÐ è ÐÑÐ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè çàäà÷ î ðàíæèðîâàííîé ðàñ-

êðàñêå. Çàäà÷à î ðàíæèðîâàíèè (ðàíæèðîâàííîé ðàñêðàñêå) âåðøèí (ñîîò-
âåòñòâåííî, ðåáåð) äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ íàòóðàëüíûì ÷èñëàì),
â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü åãî âåðøèíû (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðà), ÷òî
ëþáîé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå îäíîöâåòíûå âåðøèíû (ñîîòâåòñòâåííî, äâà
îäíîöâåòíûõ ðåáðà), ñîäåðæèò âåðøèíó (ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðî) ñ áîëüøèì
öâåòîì. Çàäà÷à î ðàíæèðîâàííîé ðàñêðàñêå âåðøèí èìååò ïðèëîæåíèÿ â ïà-
ðàëëåëüíîì âû÷èñëåíèè ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî [59], ïðîåêòèðîâàíèè ÑÁÈÑ
[58], à çàäà÷à î ðàíæèðîâàíèè ðåáåð èìååò ïðèëîæåíèÿ â ïàðàëëåëüíîé îáðà-
áîòêå çàïðîñà ê áàçå äàííûõ [66], ê ñáîðêå èçäåëèÿ, ñîñòîÿùåãî èç íåñêîëüêèõ
ìîäóëåé [48]. Ââåäåíèå ñïèñêîâ â çàäà÷àõ î ðàíæèðîâàíèè ïîçâîëÿåò áîëåå
àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü ïðîòåêàíèå ðÿäà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ. Òåì ñà-
ìûì, èìååò ìåñòî ïåðåõîä ê çàäà÷àì ÂÑÐ è ÐÑÐ.

Ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè

Åñëè ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí ãðàôà G, òî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü âåëè÷èíó �r(G;L) � íàèìåíüøåå k, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàíæèðîâàíèå ñ öâåòîì êàæäîé âåðøèíû, íå ïðåâîñõîäÿùèì k. Â ðàáîòå
[49] ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà �r(G;L) ìîæåò áûòü ðåêóðñèâíî
ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ �r(H;L) äëÿ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ H ãðàôà G.
Ëåììà 2.1 [49]. Åñëè äëÿ çàäàííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G = (V;E) è ìíîæå-

ñòâà L ÷èñëî �r(G;L) ñóùåñòâóåò, òî
�r(G;L) =

8><
>:

minx2L(v)x; åñëè jV j = 1;
minv2V fminfi 2 L(v) : i > �r(G n fvg)gg; åñëè jV j > 1:
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Ñóùåñòâîâàíèå L-ðàíæèðîâàíèÿ âåðøèí ãðàôà G ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâî-
âàíèþ ÷èñëà �r(G;L) è âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå �r(H;L) äëÿ âñåõ ïîðîæäåí-
íûõ ïîäãðàôîâ H ýòîãî ãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãðàôà G, äîïóñêàþùåãî
L-ðàíæèðîâàíèå è ñîñòîÿùåãî èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G1; : : : ; Gk, èìååò ìå-ñòî ðàâåíñòâî �r(G;L) = max1�i�k �r(Gi;L).Êëàññ ãðàôîâ íàçîâåì poly-êëàññîì, åñëè êàæäûé åãî ãðàô G èìååò íå áî-
ëåå ÷åì p(jV (G)j) ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ñâÿçíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ,
ãäå p(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ïåðåìåííîé n.
Òåîðåìà 2.4. Åñëè X � poly-êëàññ, òî çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî

êëàññà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (G;L) � âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÂÑÐ, ãäå
G � ñâÿçíûé ãðàô èç X . Âñå ñâÿçíûå ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû ãðàôà G
ìîæíî ïåðå÷èñëèòü â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ÷èñëà âåðøèí, ïðèìåíÿÿ, íàïðè-
ìåð, ïðîöåäóðó òèïà ïîèñêà â øèðèíó. Âíà÷àëå ïîìåùàåì â î÷åðåäü âñå
îäíîâåðøèííûå ïîäãðàôû. Ïðè ýòîì ïîäãðàôó, ïîðîæäàåìîìó âåðøèíîé
v, ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå �r, ðàâíîå íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó ñïèñêà L(v).
Äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Áåðåì èç î÷åðåäè ïåðâûé ïîäãðàô
è ðàññìàòðèâàåì âñå ïîäãðàôû, ïîëó÷àþùèåñÿ äîáàâëåíèåì ê íåìó îäíîé
âåðøèíû. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîâåðÿåì ñâÿçíîñòü è îòëè÷èå îò âñåõ óæå
íàéäåííûõ ïîäãðàôîâ. Åñëè îáà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íîâûé ïîäãðàô
äîáàâëÿåì ê î÷åðåäè è âû÷èñëÿåì äëÿ íåãî çíà÷åíèå �r, èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèå ëåììû 2.1 è ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå î íåñâÿçíûõ ãðàôàõ. Åñëè
äëÿ êàêîãî-ëèáî ïîäãðàôà ýòî ÷èñëî îêàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâóþùèì (ò.å. íå
ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåãî i â ñîîòíîøåíèè èç ëåììû 2.1), òî ãðàô G
íå äîïóñêàåò L-ðàíæèðîâàíèÿ âåðøèí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò íàéäåíî
÷èñëî �r(G;L) è òåì ñàìûì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå L-ðàíæèðîâàíèÿ âåð-
øèí. Âðåìÿ ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà, î÷åâèäíî, îöåíèâàåòñÿ ïîëèíîìîì îò
÷èñëà âåðøèí è ÷èñëà ñâÿçíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ãðàôà G. Òåîðåìà
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2.4 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.4 ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðåáåðíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî èñïîëü-

çóåò ðåáåðíûé àíàëîã âåëè÷èíû �r(G;L) è àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.
Ïðèìåðàìè poly-êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿ ñ ìàëåíüêèì ÷èñëîì ëèñòüåâ,

äåðåâüÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí è çàïðåùåííûì ôðàãìåíòîì
iT1;j;j, à òàêæå ãðàôû ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí è ñ íåáîëüøèì
÷èñëîì âåðøèí ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 3.
Ëåììà 2.2. Ó äåðåâà ñ n âåðøèíàìè è k ëèñòüÿìè èìååòñÿ íå áîëåå

n(n+ 1)k ïîääåðåâüåâ.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü T � òàêîå äåðåâî. Âûáåðåì îäèí èç ëèñòîâ â

êà÷åñòâå êîðíÿ. Êàæäîå ïîääåðåâî òåïåðü ìîæíî çàäàòü òàê:
1) óêàçàòü âåðøèíó, ïðèíàäëåæàùóþ ïîääåðåâó è ÿâëÿþùóþñÿ ïðåäêîì

âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ïîääåðåâà â êîðíåâîì äåðåâå T ;
2) äëÿ êàæäîãî ëèñòà äåðåâà T óêàçàòü ïåðâóþ âåðøèíó íà ïóòè îò ýòîãî

ëèñòà ê êîðíþ, ïðèíàäëåæàùóþ ïîääåðåâó, èëè óêàçàòü, ÷òî íà äàííîì ïóòè
âåðøèí ïîääåðåâà íåò.
Îòñþäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà. Ëåììà 2.2 äîêàçàíà.
Ëåììà 2.3. Åñëè äåðåâî íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà iT1;j;j, à

ñòåïåíè âåðøèí â íåì íå ïðåâîñõîäÿò d, òî îíî èìååò íå áîëåå d2i(j+1)
ëèñòüåâ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü T � äåðåâî ñ
l > d2i(j+1) ëèñòüÿìè è ñòåïåíÿìè âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèìè d. Ñòÿíóâ âñå
ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì ñòåïåíè 2, ïîëó÷èì äåðåâî T 0 ñ òåì æå ÷èñëîì
ëèñòüåâ, â êîòîðîì âñå âíóòðåííèå (íå ÿâëÿþùèåñÿ ëèñòüÿìè) âåðøèíû
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èìåþò ñòåïåíè íå ìåíüøå 3 è íå áîëüøå d. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî êîðåíü
â ýòîì äåðåâå è ïóñòü p � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè îò ëèñòà äî êîðíÿ.
Òîãäà l � d(d � 1)p�1 � dp. Ñëåäîâàòåëüíî, p > 2i(j + 1). Èç ýòîãî ïóòè
ìîæíî óäàëèòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âåðøèí òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ áóäóò
ïîðîæäàòü ïîäãðàô iP2j+1. Äîáàâèì ê êàæäîé êîìïîíåíòå ýòîãî ïîäãðàôà
âåðøèíó äåðåâà, ñìåæíóþ ñ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé ýòîé êîìïîíåíòû (âìåñòå
ñ ñîåäèíÿþùèì ðåáðîì). Ïîëó÷èì ïîðîæäåííûé ïîäãðàô iT1;j;j â äåðåâå T 0.
Íî òîãäà òàêîé ïîäãðàô áóäåò è â äåðåâå T . Ëåììà 2.3 äîêàçàíà.
Ëåììà 2.4. Êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ëþáîãî ãðàôà ñ

n âåðøèíàìè è ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå d, èìåþùåãî íå áîëåå ÷åì
k âåðøèí ñî ñòåïåíÿìè áîëüøå ÷åì 2, íå ïðåâîñõîäèò 2kmaxfn3; dk(k+1)2 ndkg.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ñâÿçíûé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè (êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì d), èìåþùèé íå áîëåå k âåðøèí ñòåïåíè
áîëüøå ÷åì 2. Âåðøèíó ãðàôà G ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 3 íàçîâåì îñíîâíîé, à
âåðøèíó ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2 íàçîâåì âòîðîñòåïåííîé. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ
êàæäîé ïàðû îñíîâíûõ âåðøèí (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ñóùåñòâóåò íå
áîëåå ÷åì d ïóòåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ), ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâå âåðøèíû
è íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ îñíîâíûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîä-
ìíîæåñòâî V 0 ìíîæåñòâà âñåõ îñíîâíûõ âåðøèí ãðàôà G. Âñåãî ïîäìíîæåñòâ
ýòîãî ìíîæåñòâà íå áîëåå ÷åì 2k øòóê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(V 0) ñîâîêóïíîñòü
ñâÿçíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ãðàôà G, ìíîæåñòâî îñíîâíûõ âåðøèí êî-
òîðûõ ñîâïàäàåò ñ V 0. Åñëè jV 0j = 0, òî jG(V 0)j ñîñòîèò ëèáî èç ïðîñòûõ ïóòåé
è îäíîãî ïðîñòîãî öèêëà (åñëè G � ïðîñòîé öèêë), ëèáî òîëüêî èç ïðîñòûõ
ïóòåé (åñëè G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå jG(V 0)j � n3.
Äàëåå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî V 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.

Ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç G(V 0) îáîçíà÷èì ÷åðåç G�(V 0). Çà-
ìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âòîðîñòåïåííàÿ âåðøèíà ëþáîãî ãðàôà èç G�(V 0) ïðèíàä-
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ëåæèò ðîâíî îäíîìó åãî ïóòè, êîòîðûé ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû èç V 0 è íå
ñîäåðæèò äðóãèõ âåðøèí èç V 0.
Îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G�(V 0). Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäûé ãðàô èç G�(V 0)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñâîèõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû âåð-
øèí èç V 0 è íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ âåðøèí èç V 0. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî
ãðàôîâ èç G�(V 0) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà òàêèõ ïóòåé, à ÷èñëî òàêèõ ïóòåé íå
ïðåâîñõîäèò d jV 0j(jV 0j+1)2 .
Òåïåðü îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G(V 0). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ãðàô

èç G(V 0) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì îòîæäåñòâëåíèé êîíöîâ íåêîòîðûõ ïóòåé ñ ÷à-
ñòüþ âåðøèí èç V 0 â íåêîòîðîì ãðàôå, ïðèíàäëåæàùåì G�(V 0). Ñ êàæäîé
âåðøèíîé èç V 0 ìîæåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ íå áîëåå ÷åì d ïóòåé. Äëèíà êàæäî-
ãî ïóòè íå áîëåå ÷åì n, ïîýòîìó jG(V 0)j � ndjV 0jjG�(V 0)j � d jV 0j(jV 0j+1)2 ndjV 0j �
dk(k+1)2 ndk.
Íàêîíåö, îöåíèì îáùåå êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ãðà-

ôà G. Èç îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ñëåäóåò, ÷òî îáùåå êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ïîäãðàôîâ G íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2kmaxfn3; dk(k+1)2 ndkg.
Ëåììà 2.4 äîêàçàíà.
Ïîìèìî poly-êëàññîâ ñëó÷àÿìè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ÂÑÐ

è ÐÑÐ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ãðàôîâ ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì íåëèñòîâûõ âåðøèí.
Òåîðåìà 2.5 [49]. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî C çàäà÷è ÂÑÐ è ÐÑÐ

ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè â ëþáîì êëàññå ãðàôîâ, ó êîòîðûõ
íå áîëåå ÷åì C íåëèñòîâûõ âåðøèí.

Àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì

ðàíæèðîâàíèè

Êîìåòîé Comi íàçûâàåòñÿ ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí fa0; a1; a2; : : : ; aig[
fb1; b2; : : : ; big è ìíîæåñòâîì ðåáåð f(a0; a1); (a0; a2); : : : ; (a0; ai)g [
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f(a0; b1); (b1; b2); : : : ; (bi�1; bi)g. Çâåçäîé Si íàçûâàåòñÿ ãðàô, êîòîðûé ïî-
ëó÷àåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà ãðàôà K1;i. Â ðàáîòå [49] ïîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à ÂÑÐ NP-ïîëíà â êëàññå âñåõ êîìåò. Ïîýòîìó íàñëåäñòâåííîå
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 1S

i=1fComig ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì, êîòî-
ðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Comet. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû Comet è
Star = [ 1Si=1fSig] ÿâëÿþòñÿ êàê ìèíèìàëüíûìè ÂÑÐ-ñëîæíûìè è ìèíèìàëü-
íûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè, òàê è ÂÑÐ-ãðàíè÷íûìè è ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè.
Ëåììà 2.5. Êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ñëîæíûì, òàê è ÐÑÐ-

ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ
çàäà÷è ÂÑÐ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâåäåíèè çàäà÷è î âåðøèííîì ñïèñ-
êîâîì ðàíæèðîâàíèè â êëàññå äåðåâüåâ âûñîòû äâà (îáîçíà÷àåìîì äàëåå ÷å-
ðåç Star0) ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star. Ïóñòü T 2 Star0. Êîðåíü äåðå-
âà T áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç r, åãî íåëèñòîâûõ ïîòîìêîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1; x2; : : : ; xp. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg ïîä ìíîæåñòâîì fy(i)1 ; y(i)2 ; : : : ; y(i)ji gáóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû xi. Â ðàáîòå [49] äîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à ÂÑÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññå Star0 äàæå äëÿ ìíîæåñòâ L ñïåöè-
àëüíîãî âèäà (íàçûâàåìûõ äàëåå óïðîùåííûìè). Ýòî òàêèå L, ó êîòîðûõ ìíî-
æåñòâà L(r); L(y(1)1 ); : : : ; L(y(1)j1 ); L(y(2)1 ); : : : ; L(y(2)j2 ); : : : ; L(y(p)1 ); : : : ; L(y(p)jp ) ñî-äåðæàò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó è äëÿ êîòîðûõ L(x1) = f�1; �1g; L(x2) =
f�2; �2g; : : : ; L(xp) = f�p; �pg. Îíè òàêæå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî öâåò
èç L(r) � íàèìåíüøèé ñðåäè öâåòîâ èç L è òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i 2 f1; 2; : : : ; pg è ëþáîãî j 2 f1; 2; : : : ; jig öâåò èç L(y(i)j ) áîëüøå �i è ìåíüøå
�i.Ðàññìîòðèì ñóæåíèå çàäà÷è ÂÑÐ â êëàññå Star0 íà óïðîùåííûå íàçíà÷å-
íèÿ äîïóñòèìûõ öâåòîâ. Ïóñòü T 2 Star0 è ïóñòü L � óïðîùåííàÿ ñîâî-
êóïíîñòü ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ öâåòîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ
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äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ èç L íå ìåíüøå ÷åì 2 (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå óìåíü-
øàåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî óìíîæèòü êàæäûé èç
öâåòîâ ïàëèòðû íà 2). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x1 ãðàôà T . Ìíîæåñòâî ïîòîì-
êîâ x1 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçäåëèì íà äâà ìíîæåñòâà A;B, ìîùíîñòè
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1. Ïîñòðîèì ïî ïàðå (T;L) ïàðó (T 0;L0)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óäàëèì èç T âåðøèíó x1 è äîáàâèì âåðøèíû x01; x001; x0001 .Äîáàâèì òàêæå ðåáðà (r; x01); (r; x001); (r; x0001 ), ðåáðà, èíöèäåíòíûå x01 è âñåâîç-
ìîæíûì âåðøèíàì èç A, à òàêæå ðåáðà, èíöèäåíòíûå x002 è âñåâîçìîæíûì
âåðøèíàì èç B. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x 2 V (T ) \ V (T 0) ìíîæåñòâî L0(x) â
L0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì L(x) â L. Ïóñòü � = �1 + 1 è � = �1 � 1. Ïî-
ëîæèì L0(x01) = f�1; �g; L0(x001) = f�; �1g; L0(x0001 ) = f�; �g. Ïîêàæåì, ÷òî L0-
ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T 0 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T 0. Âîçìîæíû

òîëüêî ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:
1.1. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �1; c(x0001 ) 2 f�; �g. Îêðà-ñèì âåðøèíó x1 â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (T )nfx1g ñîâïà-äàåò ñ èõ öâåòîì â L0-ðàíæèðîâàíèè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ

òàêèì îáðàçîì ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ L-ðàíæèðîâàíèåì âåðøèí T .
1.2. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �; c(x0001 ) = �. Îêðàñèì

âåðøèíó x1 â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (T ) n fx1g ñîâïàäàåòñ èõ öâåòîì â L0-ðàíæèðîâàíèè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì
îáðàçîì ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ L-ðàíæèðîâàíèåì âåðøèí T .

1.3. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �; c(x001) = �1; c(x0001 ) = �. Ýòîò ñëó-
÷àé ýêâèâàëåíòåí ïåðâîìó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T . Âîçìîæíû
òîëüêî äâà ñëó÷àÿ:
2.1. L-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå L0-ðàíæèðîâàíèÿ
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âåðøèí T 0 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.2.
2.2. L-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå L0-ðàíæèðîâàíèÿâåðøèí T 0 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.1.
Èòàê, L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí T 0, ïðè ýòîì L0 îñòàåòñÿ óïðîùåííûì.
Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå äèõîòîìèþ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ïîëó÷à-
åì äåðåâî T � 2 Star. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñêðàñêè
âåðøèí T � ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ L-ðàíæèðîâàíèÿ âåðøèí äåðåâà T .
Çàìåòèì, ÷òî âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ T � îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïîëè-
íîìîì îò âõîäíûõ äàííûõ òîé æå çàäà÷è äëÿ T . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
ÂÑÐ â êëàññå Star0 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà-

÷åé ÂÑÐ, ïîñêîëüêó ÐÑÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà Star0
è äëÿ óïðîùåííûõ ìíîæåñòâ L [49] (â ðåáåðíîì ñëó÷àå ïîä óïðîùåííîé
ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ öâåòîâ, ÷òî ðåáðà
(r; x1); (r; x2); : : : ; (r; xp) èìåþò äâà äîïóñòèìûõ öâåòà, èì ñìåæíûå è íå
èíöèäåíòíûå r ðåáðà èìåþò îäèí äîïóñòèìûé öâåò è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìåæäó äîïóñòèìûìè öâåòàìè). Ëåììà 2.5
äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.6. Êëàññû Comet è Star ÿâëÿþòñÿ êàê ìèíèìàëüíûìè

ÂÑÐ-ñëîæíûìè, òàê è ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè. Äàííûå êëàññû
ÿâëÿþòñÿ êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íûìè, òàê è ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èç ëåììû 2.5 è ðàáîòû [49] ñëåäóåò, ÷òî êëàñ-

ñû Comet è Star îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ êàê ÂÑÐ-ñëîæíûìè, òàê è ÐÑÐ-
ñëîæíûìè. Ïóñòü G1 2 Comet è G2 2 Star. Ñóùåñòâóåò òàêîå C = C(G1; G2),÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô èç Comet \ Free(fG1g) è ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô
èç Star \ Free(fG2g) èìååò ëèáî íå áîëåå ÷åì C íåëèñòîâûõ âåðøèí, ëè-
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áî íå áîëåå îäíîé îñíîâíîé âåðøèíû, ïðè÷åì åå ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò
C. Èç òåîðåìû 2.4 (è çàìå÷àíèÿ ê íåé) è òåîðåìû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî êëàññû
Comet \ Free(fG1g) è Star \ Free(fG2g) ÿâëÿþòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðîñòûìè, òàêè ÐÑÐ-ïðîñòûìè. Ïîýòîìó êëàññû Comet è Star îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ êàê
ìèíèìàëüíûìè ÂÑÐ-ñëîæíûìè, òàê è ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
Êëàññû Comet è Star îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðåäåëüíûìè,

òàê è ÐÑÐ-ïðåäåëüíûìè. Äîêàæåì èõ ãðàíè÷íîñòü. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëü-
ñòâî òîëüêî äëÿ êëàññà Comet, äëÿ Star îíî àíàëîãè÷íî. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 Comet. ßñíî, ÷òî Forb(Comet) ñîñòîèò èç âñåõ
öèêëîâ è ãðàôîâ T1;2;2; 2K1;3; B1; B2; B3 (îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ìíî-
æåñòâî äëÿ Star ñîñòîèò èç ãðàôîâ C3; C4; C5; C6; P3 � P2; B1). Ïóñòü
S = fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; C5; C6g. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ãðàôà èç Free(S[fGg) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòûì
ïóòåì, ëèáî ïðîñòûì öèêëîì, ëèáî êîìåòîé. Îòñþäà è òåîðåì 1.3, 2.4, 2.5 è
çàìå÷àíèÿ ê 2.4 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì, òàê
è ÐÑÐ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~T íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ãðàôîâ

1S
i=1fiT1;i;ig. Äîêàæåì, ÷òî êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì, òàê è
ÐÑÐ-ãðàíè÷íûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(d) ìíîæåñòâî âñåõ ëåñîâ ñî ñòåïåíÿìè
âåðøèí íå áîëåå ÷åì d.
Ëåììà 2.6. Êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî F(3),

òàê è ÐÑÐ-ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ çàäà÷è ÂÑÐ,
äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ îíî àíàëîãè÷íî. Èç äîêàçàòåëüñòâà (â [49]) NP-ïîëíîòû çà-
äà÷è ÂÑÐ â êëàññå êîìåò âèäíî, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî ïðè äîïîëíèòåëüíîì
îãðàíè÷åíèè íà íàçíà÷åíèå öâåòîâ: L(a0) = f1g.
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Ïóñòü äëÿ ãðàôà Comi çàäàíî íàçíà÷åíèå äîïóñòèìûõ öâåòîâ âåðøèí L,
ïðè÷åì L(a0) = f1g. Âûáåðåì íåêîòîðîå j > 0 è ðàññìîòðèì ãðàô Ti;j,ñîñòîÿùèé èç ïóòè Pj(i�1)+i+1 c âåðøèíàìè a01; a02; : : : ; a0j(i�1)+i+1 (çàíóìåðî-
âàííûìè âäîëü ïóòè) è äîáàâëåííûõ ê íåìó âåðøèí b01; b02; : : : ; b0i è ðåáåð
(a01; b01); (a0j+1; b02); (a02j+1; b03); : : : ; (a01+(i�1)j; b0i). Çàäàäèì äëÿ ýòîãî ãðàôà íàçíà-
÷åíèå öâåòîâ L0 äëÿ âåðøèí: L0(a01+(i�1)j+k) è L0(b0k), k 2 1; i ïîëó÷àþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî èç L(bk) è L(ak) óìíîæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ íà (i � 1)j + 2, à
îñòàëüíûì (i� 1)j + 1 âåðøèíàì íàçíà÷àþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà f1; 2; : : : ; (i� 1)j + 1g.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí ãðàôà Comi ñóùåñòâóåò òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí ãðàôà Ti;j.ßñíî òàêæå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì j äëèíà âõîäà çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ ïàðû
(Ti;j;L0) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ ïàðû
(Comi;L). Èç óïîìÿíóòîãî âûøå ðåçóëüòàòà ðàáîòû [49] ñëåäóåò NP-ïîëíîòà
çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ ìíîæåñòâà ãðàôîâ Xj = 1S

j=1fTi;jg. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîìj êëàññ Yj = [Sk�jXk] ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì. Òàê êàê F(3) � Y1 � Y2 � : : :
è 1T

i=1Yi = ~T , òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ~T � ÂÑÐ-ïðåäåëüíûé îòíîñèòåëü-
íî F(3). Ëåììà 2.6 äîêàçàíà.
Î÷åâèäíî, ~T ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðåäåëüíûì è ÐÑÐ-ïðåäåëüíûì îòíîñè-

òåëüíî êàæäîãî èç êëàññîâ F ;F(d) ïðè d � 3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îí
ÂÑÐ-ãðàíè÷íûé è ÐÑÐ-ãðàíè÷íûé îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êàê àáñîëþòíûì ÂÑÐ-
ãðàíè÷íûì, òàê è àáñîëþòíûì ÐÑÐ-ãðàíè÷íûì.
Òåîðåìà 2.7. Êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì, òàê è ÐÑÐ-

ãðàíè÷íûì.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ çàäà÷è ÂÑÐ.
Ëþáîé ãðàô G 2 ~T ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà iT1;j;j ïðè íåêî-òîðûõ i è j. Ïîýòîìó ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû 1.3 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ãðàôà G ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðà-
ôû òàêîãî âèäà. Ïîëîæèì S = fT2;2;2; K1;4; C3; C4; C5; C6; B1; B2; : : : ; B2j+1g èïîêàæåì, ÷òî â ãðàôàõ èç êëàññà Free(S [ fiT1;j;jg) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàí-íûõ i è j ÷èñëî ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò ÷èñëà âåðøèí.
Îòñþäà è èç òåîðåìû 2.4 áóäåò ñëåäîâàòü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü H � ñâÿçíûé ãðàô èç êëàññà Free(S [ fiT1;j;jg). Òàê êàê â H íåò

ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ C3 è K1;4, òî ñòåïåíè âåðøèí â íåì íå ïðåâîñõîäÿò
3. Äîïóñòèì, â ãðàôå H åñòü öèêëû. Âûáåðåì â íåì êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé
öèêë C. Ýòîò öèêë � ïîðîæäåííûé, òàê êàê ëþáîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå
âåðøèíû öèêëà C, à ñàìî ýòîìó öèêëó íå ïðèíàäëåæàùåå, ïðèâåëî áû ê îá-
ðàçîâàíèþ ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà B1 èëè öèêëà äëèíû íå áîëåå 4. Ïóñòü
V 0 � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà H, íå ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó C. Êàæäàÿ òà-
êàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ êàêîé-íèáóäü âåðøèíîé íà C, èíà÷å îáðàçîâàëñÿ áû
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T2;2;2 èëè öèêë äëèíû íå áîëåå 5. Âåðøèíà èç V 0 íå
ìîæåò áûòü ñìåæíà áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé íà C � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îáðàçóåòñÿ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô B2 èëè öèêë äëèíû íå áîëåå 5. Âåðøèíû
èç V 0, ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé C, íå ìîãóò áûòü ñìåæíû ìåæäó
ñîáîé, òàê êàê èíà÷å îáðàçóåòñÿ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô B3 èëè öèêë äëèíû
íå áîëåå 6. Èòàê, ãðàô H èìååò ñòåïåíè íå áîëåå 3 è ñîñòîèò èç öèêëà C ñ
íåñêîëüêèìè äîáàâëåííûìè âåðøèíàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñòåïåíü
1 è ñìåæíà ñ âåðøèíîé íà öèêëå. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè
ñòåïåíè 3 â íåì íå ìîãóò áûòü ìåíüøå, ÷åì 2j + 2, èíà÷å îáðàçîâàëñÿ áû
çàïðåùåííûé ìîñò. Î÷åâèäíî, H ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô kT1;j;j, ãäå
k = jV 0j. Òàê êàê â H íåò iT1;j;j, òî k < i. Êàæäûé ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðà-
ôà H ñîñòîèò èç îòðåçêà öèêëà C è íåñêîëüêèõ âåðøèí èç V 0. ×èñëî òàêèõ
ïîäãðàôîâ íå ïðåâîñõîäèò jV (H)j22i.
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Åñëè â ãðàôå H íåò öèêëîâ, òî âûáåðåì â íåì ñàìûé äëèííûé ïðîñòîé
ïóòü, à â êà÷åñòâå V 0 âîçüìåì ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ïóòè. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷èòü
òàêóþ æå âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ. Òåîðåìà 2.7 äîêàçàíà.
ÐÑÐ-ãðàíè÷íîñòü êëàññà ~T äàåò íîâóþ èíôîðìàöèþ î ÂÑÐ-ãðàíè÷íûõ

êëàññàõ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ÐÑÐ â ëþáîì íàñëåäñòâåííîì êëàññå
X ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÂÑÐ â êëàññå L(X ). Îòñþäà è èç ÐÑÐ-
ãðàíè÷íîñòè êëàññà ~T ñëåäóåò, ÷òî [L( ~T )] = L( ~T ) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì
êëàññîì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå n(i; j) � íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå ñ ñòåïåíÿ-

ìè âåðøèí íå áîëåå ÷åì i è rad(G) � j. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n(i; j) � 1+i (i�1)j�1i�2 .
Ëåììà 2.7. Åñëè T � äåðåâî, íå ñîäåðæàùåå ïîääåðåâüåâ Comi è Si,

i > 2, òî ëèáî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí T íå ïðåâîñõîäÿò i + 1, ëèáî â T
èìååòñÿ íå áîëåå n(i� 1; i� 3) íåëèñòîâûõ âåðøèí.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x � âåðøèíà íàèáîëüøåé ñòåïåíè d â äåðåâå

T . Äîïóñòèì, d � i + 1. Òîãäà ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû x ìåíüøå i � 1,
èíà÷å îáðàçîâàëñÿ áû ïîäãðàô Comi. Çíà÷èò, rad(T ) � i � 2. Óäàëèâ èç T
âñå ëèñòüÿ, ïîëó÷èì äåðåâî T 0 ðàäèóñà íå áîëåå i� 3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû
äåðåâà T ñðåäè ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí èìååòñÿ íå áîëåå i� 1 íåëèñòîâûõ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáðàçîâàëñÿ áû ïîäãðàô Si. Ïîýòîìó â äåðåâå T 0 ñòåïåíè
âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò i�1, à èõ ÷èñëî, ò.å. ÷èñëî íåëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà
T , íå ïðåâîñõîäèò n(i� 1; i� 3). Ëåììà 2.7 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.8. ÂÑÐ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî F ñîñòîèò èç

êëàññîâ Comet;Star è ~T . Îíè æå îáðàçóþò ÐÑÐ-ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó îò-
íîñèòåëüíî F .
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ââèäó òåîðåìû 2.2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáûõ G1 2 ~T ; G2 2 Star;G3 2 Comet êëàññ F\Free(fG1; G2; G3g) ÿâëÿåòñÿÂÑÐ-ïðîñòûì è ÐÑÐ-ïðîñòûì. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i ãðàô
G1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà iT1;i;i, ãðàô G2 � ïîðîæäåííûì
ïîäãðàôîì ãðàôà Si, à ãðàô G3 � ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà Comi.Òîãäà F \ Free(fG1; G2; G3g) � F \ Free(fiT1;i;i; Si; Comig).Ïóñòü G 2 F \ Free(fiT1;i;i; Si; Comig). Åñëè G ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì
n(i � 1; i � 3) íåëèñòîâûõ âåðøèí, òî ê ýòîìó ãðàôó ïðèìåíèì ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.5. Åñëè G
ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì n(i � 1; i � 3) + 1 íåëèñòîâûõ âåðøèí, òî ïî ëåììå
2.7 ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðàôà G íå ïðåâîñõîäÿò i. Íî òîãäà ê G ïðèìåíèì
äðóãîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç ëåìì
2.2,2.3 è òåîðåìû 2.4. Òåîðåìà 2.8 äîêàçàíà.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.8 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññû

Comet;Star è ~T îáðàçóþò êàê ÂÑÐ-ãðàíè÷íóþ, òàê è ÐÑÐ-ãðàíè÷íóþ ñèñòå-
ìû îòíîñèòåëüíî F(d) ïðè ëþáîì d � 3.
2.3 Ôàêòîðèçàöèÿ ðåøåòêè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ è åå

ñâîéñòâà
2.3.1 Êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè îáùåìó ôàêòîð-êëàññó è ¾èçáûòî÷íûå¿êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì íà ìíîæåñòâå

âñåõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R�. Èíûìè ñëîâà-
ìè, êëàññû X ;Y 2 H íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè R�, åñëè è òîëüêî åñëè
B�(X ) = B�(Y). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-
åì ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ôàêòîðèçàöèè îíî ðàçáèâàåò
H íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé íà-
ñëåäñòâåííûé êëàññ X , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H�(X ). Äðóãèìè ñëîâàìè,
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H�(X ) = fY : B�(Y) = B�(X )g. Êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè äâóõ íà-
ñëåäñòâåííûõ ìíîæåñòâ îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ R�

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.9. Ðàâåíñòâî B�(X ) = B�(Y) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ S êëàññû X \Free(S)
è Y\Free(S) ëèáî îäíîâðåìåííî �-ïðîñòûå, ëèáî îäíîâðåìåííî �-ñëîæíûå.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâó-
åò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ S, ÷òî îäèí èç êëàññîâ X \ Free(S) è
Y \Free(S) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì, à äðóãîé �-ñëîæíûì, ïðè âûïîëíåíèè ðà-
âåíñòâàB�(X ) = B�(Y). Íî òîãäà, ïî òåîðåìå 2.1 îáÿçàí ñóùåñòâîâàòü êëàññ
B 2 B�(X ) [B�(Y), âêëþ÷åííûé ðîâíî â îäèí èç óïîìÿíóòûõ äâóõ êëàñ-
ñîâ. Íî òîãäà B 2 B�(X ) 
B�(Y). Ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. B�(X ) = B�(Y).Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Z � ïðîèçâîëüíûé �-ïðåäåëüíûé

êëàññ ëèáî îòíîñèòåëüíî X , ëèáî îòíîñèòåëüíî Y , à ìíîæåñòâî Forb(Z)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì fG1; G2; : : :g. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç êëàññîâ ãðàôîâ X \ Free(fG1g) � X \ Free(fG1; G2g) � : : : è Y \
Free(fG1g) � Y \Free(fG1; G2g) � : : :. Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà Z è ïîñûëêè
äîñòàòî÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáå óïîìÿíóòûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáÿçàòåëü-
íî ñîñòîÿò èç �-ñëîæíûõ êëàññîâ. Çíà÷èò, åñëè Z ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì
îòíîñèòåëüíî X (ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî Y), òî êëàññ Y \ Z (ñîîòâåò-
ñòâåííî, X \ Z) ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî Y (ñîîòâåòñòâåííî,
îòíîñèòåëüíî X ).
Ïóñòü B 2 B�(X ) (ñîîòâåòñòâåííî, B 2 B�(Y)). Òîãäà Y \ B (ñîîòâåò-

ñòâåííî, X \ B) ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî Y (ñîîòâåòñòâåííî,
îòíîñèòåëüíî X ). Îòñþäà è âûâîäà èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ
X \Y\B ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì êàê îòíîñèòåëüíî X , òàê è îòíîñèòåëüíî Y .
Èç ýòîãî ôàêòà è âêëþ÷åíèé X \Y \B � X \B � B, X \Y \B � Y \B � B
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ñëåäóåò, ÷òî X \ Y \ B = X \ B = Y \ B = B, à çíà÷èò, B 2 B�(X ) è
B 2 B�(Y). Òåîðåìà 2.9 äîêàçàíà.
Õîòåëîñü áû èìåòü íåêîòîðûå ðàçóìíûå ãðàíèöû íà ðàçìåð ìíîæåñòâà

S (à íå ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ãðàôîâ) ñ öåëüþ
îòâåòà íà âîïðîñ, ñîâïàäàþò ëè B�(X ) è B�(Y) èëè âñå-òàêè íåò. Â ñëó÷àå
êîíå÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì òàêóþ ãðàíèöó íà ìîùíîñòü
¾ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà¿ äåéñòâèòåëüíî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü.
Ëåììà 2.8. Åñëè maxfjB�(X )j; jB�(Y)jg � k, òî ðàâåíñòâî

B�(X ) = B�(Y) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãðàôîâ S; jSj � k êëàññû X \ Free(S) è Y \ Free(S)
ëèáî îäíîâðåìåííî �-ïðîñòûå, ëèáî îäíîâðåìåííî �-ñëîæíûå.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî è ñëåäóåò èç
òåîðåìû 2.9, äîñòàòî÷íîñòü áóäåò äîêàçàíà íèæå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B�(X ) 6= B�(Y). Èç ïðåäïîëîæåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êëàñ-
ñà B 2 B�(X ) 
 B�(Y), ÷òî îí íå ñîäåðæèò íèêàêîé äðóãîé êëàññ èç
B�(X ) [ B�(Y). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, B 2 B�(X ) n B�(Y). Ââèäóâûáîðà êëàññà B äëÿ ëþáîãî B0 2 B�(Y) ñóùåñòâóåò ãðàô G 2 B0, íå
ïðèíàäëåæàùèé B. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî S, ñîñòîÿùåå èç íå
áîëåå ÷åì k ãðàôîâ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññà èç B�(Y) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí
ãðàô èç S, åìó ïðèíàäëåæàùèé. Ïîýòîìó X \Free(S) � B, à Y \Free(S) íå
âêëþ÷àåò íè îäèí êëàññ èçB�(Y). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.1, êëàññ X \Free(S)ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì, à êëàññ Y \ Free(S) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 2.8 äîêàçàíà.
Èçâåñòíàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ìíîæåñòâà H ïî îòíîøåíèþ R� ïîçâîëÿåò

ðåøàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
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òîëüêî äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà èç ôàêòîð-êëàññà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
ïîçâîëÿåò ñóçèòü ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè çà ñ÷åò îïðåäåëåííîãî
îòñåâà. Ó íåãî òàêæå èìåþòñÿ è äðóãèå ñëåäñòâèÿ, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî
íèæå.
Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì êëàññîì.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà Y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
B�(Y \ X ) = fB 2 B�(Y) : B � Xg.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èçB�(Y\X ) ÿâëÿåò-

ñÿ �-ïðåäåëüíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî Y , âëîæåííûì â êëàññ X . Ïîêàæåì,
÷òî êàæäûé êëàññ èç fB 2 B�(Y) : B � Xg ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì êëàññîì
îòíîñèòåëüíî Y \ X . Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.10.
Ïóñòü B 2 B�(Y);B � X è B1 � B2 � : : : � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç

�-ñëîæíûõ ÷àñòåé Y , ñõîäÿùàÿñÿ ê B. Ïî ëåììå 1.1 ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî i0, ÷òî Bi0 � X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0i êëàññ Bi+i0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
B01 � B02 � : : : ñîñòîèò èç �-ñëîæíûõ ÷àñòåé êëàññà Y \ X , ñõîäèòñÿ ê B, è
ïîýòîìó B ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî Y \ X . Òåîðåìà
2.10 äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 2.10 èìååòñÿ íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé. Âî-ïåðâûõ, èç-

âåñòíûå ìíîæåñòâà B�(Y) è H�(Y) ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü B�(Y \ X ) è
H�(Y \ X ) (ñîâïàäàþùåå ñ fZ : 9Z 0 2 H�(Y) òàêîé, ÷òî Z = Z 0 \ Xg)
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî êëàññà X . Âñå ìíîæåñòâî íàñëåäñòâåí-
íûõ êëàññîâ ãðàôîâ ìîæíî ïðîôàêòîðèçîâàòü ïî îòíîøåíèþ R�� : (X ;Y),
9S; jSj < 1;X = Y \ Free(S) _ Y = X \ Free(S), çàòåì âçÿòü ïî îä-
íîìó ìíîæåñòâó ãðàôîâ èç êàæäîãî ôàêòîð-êëàññà ïî ýòîìó îòíîøåíèþ è
óæå íà ñîâîêóïíîñòè ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå R�. Íà-
ïðèìåð, âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå êëàññû (âêëþ÷àÿ è ìíîæåñòâî âñåõ ãðà-
ôîâ) ïîïàäàþò â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ R�� è ïîýòî-
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ìó â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ äàííîãî ôàêòîð-êëàññà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ìíîæåñòâî G. Âî-âòîðûõ, äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðàôîâ X è Y âåð-
íû ñëåäóþùèå ¾çàêîíû âçàèìíîñòè¿ fB 2 B�(Y) : B � Xg = fB 2
B�(X ) : B � Yg = fB 2 B�(G) : B � X \ Yg (îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
B�(X \ Y) = B�(X ) \ B�(Y)) è fZ1 : 9Z 0 2 H�(Y) òàêîé, ÷òî Z1 =
Z 0 \ Xg = fZ2 : 9Z 00 2 H�(X ) òàêîé, ÷òî Z2 = Z 00 \ Yg = fZ : 9Z 000 2
H�(G) òàêîé, ÷òî Z = Z 000 \ X \ Yg.
Îòìåòèì, ÷òî íè òåîðåìà 2.10, íè ïðåäñòàâëåííûå ñëåäñòâèÿ èç íåå â îáùåì

ñëó÷àå (ò.å. êîãäà X ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íî îïðåäåëåííûì) íå âåðíû. Â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò óêàçàíà òàêàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ �0,
à òàêæå òàêèå êîíêðåòíûå êëàññû X 0 è Y 0, ÷òî X 0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
�0-ñëîæíûì, à Y 0 � X 0 ÿâëÿåòñÿ �0-ãðàíè÷íûì. Ïðè ýòîì B�0(X 0 \ G) =
fX 0g (ýòî ñëåäóåò èç òîãî îáùåãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî åñëè X � ìèíèìàëüíûé
�-ñëîæíûé êëàññ, òî B�(X ) = fXg) è X 0 62 fB 2 B�0(G) : B � X 0g,
B�0(X 0) \ B�0(G) = ;. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ìíîæåñòâî
B�(Y \X ) ñòðîãî âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî fB 2 B�(Y) : B � Xg. ×åðåç ðàçäåë
áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èíîãäà ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
ñòðîãîå âêëþ÷åíèå.
Èòàê, ðàâåíñòâî B�(X \ Y) = B�(X ) \B�(Y) âåðíî òîëüêî â íåêîòîðûõñëó÷àÿõ (â òîì ÷èñëå è äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ). Â òî æå âðåìÿ,

èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ îòíîñèòåëüíûìè ãðàíè÷íûìè
êëàññàìè ïðè âçÿòèè îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ X è Y . Èíûìè ñëîâàìè, êàê
ñîîòíîñèòñÿ B�(X [Y) c ìíîæåñòâàìè B�(X ) è B�(Y). Ñïðàâåäëèâîñòü òà-êîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü ïðè íàëîæåíèè âåñüìà ñëàáûõ óñëîâèé
íà êëàññû X è Y . Èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (< K > �
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ êëàññîâ èç ñåìåéñòâà K ).
Òåîðåìà 2.11. ÐàâåíñòâîB�(X[Y) =< B�(X )[B�(Y) > èìååò ìåñòî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî
îòíîñèòåëüíî X êëàññà Z1 è ëþáîãî �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî
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îòíîñèòåëüíî Y êëàññà Z2 êëàññ Z1 [ Z2 ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâî-

âàíèå òàêèõ �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî X êëàññà Z1è �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî Y êëàññà Z2, ÷òî êëàññ
Z1 [ Z2 ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ò.ê. äàííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì, òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1 � B2 � : : : èç �-ñëîæíûõ ïîäêëàññîâ
X [ Y , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó êëàññó B 2 B�(X [ Y);B � Z1 [ Z2.Ïîñêîëüêó B�(X [ Y) =< B�(X ) [ B�(Y) >, òî ëèáî B 2 B�(X ), ëè-
áî B 2 B�(Y). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, B 2 B�(X ). Ñóùåñòâóåò ìî-
íîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fBig èç �-ñëîæíûõ ÷àñòåé X , ñõî-
äÿùàÿñÿ ê B. Ïóñòü Z1 = X \ Free(S1) è Z2 = Y \ Free(S2). ßñíî, ÷òî
B � X \ Free(S1) [ X \ Free(S2). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 1.1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
Bi0 � X \ Free(S1) [ X \ Free(S2). Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 Bi0 ìîæíî çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îïðåäåëèòü åãî ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó Free(S1). Åñëè
G 2 Free(S1), òî G 2 Z1, à åñëè G 62 Free(S1), òî G 2 Z2. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî Bi0 ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì, ò.ê. èçâåñòíî, êàêîé èç äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ àë-ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ � (äëÿ Z1 èëè äëÿ Z2) ïðèìåíÿòü ê çàäàííîìó åãî ãðàôó.Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ B 2

B�(X [ Y); Forb(B) = fG1; G2; : : :g è ñõîäÿùóþñÿ ê B ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü fBig èç �-ñëîæíûõ êëàññîâ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì
Bi = (X [ Y) \ Free(fG1; G2; : : : ; Gig). Äëÿ ëþáîãî i õîòÿ áû îäèí èç
êëàññîâ X \ Free(fG1; G2; : : : ; Gig);Y \ Free(fG1; G2; : : : ; Gig) ÿâëÿåòñÿ
�-ñëîæíûì (ò.ê. èíà÷å Bi ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì). Èç ýòîãî è ìîíîòîííîñòè
fBig ñëåäóåò, ÷òî B � �-ïðåäåëüíûé êëàññ ëèáî îòíîñèòåëüíî X , ëèáî
îòíîñèòåëüíî Y . Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé êëàññ èç B�(X )[B�(Y) ÿâëÿåòñÿ �-
ïðåäåëüíûì îòíîñèòåëüíî X [Y . ÏîýòîìóB�(X [Y) =< B�(X )[B�(Y) >.Òåîðåìà 2.11 äîêàçàíà.
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Ïðîñòîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà B�(X [Y) =< B�(X )[B�(Y) >áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òàì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó X , ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òîáû ïî çàäàí-
íîìó ãðàôó G îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè G êëàññó X èëè íåò.
Ëåììà 2.9. Åñëè â êëàññå ãðàôîâ X [Y çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæ-

íîñòè ãðàôà õîòÿ áû îäíîìó èç íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ X ;Y ðåøàåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî B�(X [ Y) =< B�(X ) [B�(Y) >.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ãðàô G, ïðèíàäëåæàùèé îáúåäèíåíèþ

íåêîòîðîãî �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî X êëàññà Z1 èíåêîòîðîãî �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî Y êëàññà Z2.ßñíî, ÷òî G 2 X [ Y . Çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðèíàä-
ëåæèò ëè G îäíîìó èç êëàññîâ X ;Y . Åñëè îí ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó
(ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ýòî áóäåò X ), òî ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü G êëàññó Z1. Åñëè æå G 62 X , òî G 2 Z2.Èòàê, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü ãðàôà
õîòÿ áû îäíîìó èç êëàññîâ Z1;Z2. Òåì ñàìûì, ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ îïðåäåëèòü êàêîé èç äâóõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷è � äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò ïðèìåíèòåëüíî ê ãðàôó G. Çíà÷èò, êëàññ
Z1 [ Z2 ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.10 âåðíî ðàâåíñòâî
B�(X [ Y) =< B�(X ) [B�(Y) >. Ëåììà 2.9 äîêàçàíà.
Ëåììà 2.9 ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî B�(X [ Y) =< B�(X ) [

B�(Y) > ñïðàâåäëèâî èìåííî äëÿ àêòóàëüíûõ çíà÷åíèé X ;Y . Äåé-
ñòâèòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåâûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàñïîçíàâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ãðà-
ôà êàæäîìó èç êëàññîâ X ;Y íå ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-
ìÿ. Âñå èçâåñòíûå àâòîðó ñëó÷àè ¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿ çàäà÷è ðàñ-
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ïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èìåþòñÿ íà èíòåðíåò-ðåñóðñå http :
==www:graphclasses:org=classes=problem�Recognition:html. Íî íà èõ îñíî-âå íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ.
2.3.2 Î íåçàâèñèìîñòè ïîíÿòèé ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî, àáñîëþòíîãî ãðàíè÷-íîãî è îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññîâ ãðàôîâ
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è íà ãðàôàõ ìèíè-

ìàëüíûé ñëîæíûé êëàññ ñòðîãî âêëþ÷àåò íåêîòîðûé àáñîëþòíûé ãðàíè÷íûé.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå ãðàíè÷íûå êëàññû, íå ÿâëÿþ-
ùèåñÿ îòíîñèòåëüíûìè ãðàíè÷íûìè.
Çàáîðîì Fencei íàçûâàåòñÿ ãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äî-

áàâëåíèåì ê ïðîñòîìó ïóòè (a1; a2; : : : ; a3i) âåðøèí b1; b2; : : : ; bi è ðåáåð
(b1; ai+1); (b2; ai+2); : : : ; (bi; a2i). Çàäà÷à îá óñëîâíîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè
(çàäà÷à ÓÂÑÐ) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî äàííûì ãðàôó G è ìíîæåñòâó L îïðå-
äåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè L-ðàíæèðîâàíèå âåðøèí G, ïðè óñëîâèè, ÷òî G ëèáî
ñàì ÿâëÿåòñÿ çàáîðîì, ëèáî G íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîðîæäåííûì ïîä-
ãðàôîì íèêàêîãî çàáîðà. Ïðè íåâûïîëíåíèè êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé
îòâåò ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
(íåçàâèñèìî îò L).
Êëàññ Fence � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ çàáîðîâ.
Òåîðåìà 2.12. Êëàññ Fence ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÓÂÑÐ-ñëîæíûì, à~T � Fence ÿâëÿåòñÿ ÓÂÑÐ-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðåïüåì Burdocki íàçîâåì ðåçóëüòàò äîáàâëå-

íèÿ ê ïðîñòîìó öèêëó (a1; a2; : : : ; ai2) âåðøèí b1; b2; : : : ; bi è ðåáåð
(ai; b1); (a2i; b2); : : : ; (ai2�i; bi�1); (ai2; bi). Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåì-
ìû 2.6 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ÓÂÑÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â êëàññàõ
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ãðàôîâ 1S
i=1fFenceig è 1S

i=1fBurdockig. Ïîýòîìó êëàññ ãðàôîâ Fence ÿâëÿåò-
ñÿ ÓÂÑÐ-ñëîæíûì è ïðè ëþáîì i � 1 êëàññ Xi = [Sj�iBurdockj] ÿâëÿåòñÿÓÂÑÐ-ñëîæíûì.
Äîêàæåì, ÷òî Fence ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÓÂÑÐ-ñëîæíûì. Ïóñòü G

� ïðîèçâîëüíûé ãðàô èç ýòîãî êëàññà. Äëÿ íåêîòîðîãî i ãðàô G ÿâëÿåò-
ñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì çàáîðà Fencei. Òîãäà Fence \ Free(fGg) �
Fence \ Free(fFenceig), ïðè÷åì ñëîæíîñòü çàäà÷è ÓÂÑÐ â êëàññå Fence \
Free(fFenceig) ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ ýòîé çàäà÷è â êëàññå 1S

j=1fFencejg\Free(fFenceig). Ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çàáîðîâ è ïî-ýòîìó êëàññ Fence \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÓÂÑÐ-ïðîñòûì.
Êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ãðàíè÷íûì. ßñíî, ÷òî X1 � X2 � : : : è ÷òî ~T =

1T
i=1Xi. Ïîýòîìó êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ ÓÂÑÐ-ïðåäåëüíûì. Çíà÷èò, äàííûé êëàññ
ÿâëÿåòñÿ ÓÂÑÐ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà 2.12 äîêàçàíà.
2.3.3 Îá îäíîì ñâîéñòâå îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ â çàäà÷å î íàè-áîëüøåì äâóäîëüíîì ïëàíàðíîì ïîäãðàôå
Èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñëîæíûõ êëàññîâ äàåò ïðîñòîé

êëàññ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëü-
íî êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ íåïóñòû, à òàêîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî èõ
ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Âìåñòå ñ òåì, áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü
áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò î ñòðîåíèè îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ïðè
âçÿòèè ïåðåñå÷åíèÿ. Äàëåå êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì áóäåò äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêèõ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ X ;Y è òàêîé çàäà÷è íà ãðàôàõ �,
÷òî B�(X ) \B�(Y) 6= ; è B�(XY) = ;.
Â êà÷åñòâå � áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ÏÎÄÃÐÀÔ[Z ] äëÿ íåêîòîðîãî

êîíêðåòíîãî Z . Ïîëîæèì Z ðàâíûì ìíîæåñòâó âñåõ ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
è ïëàíàðíûìè è äâóäîëüíûìè îäíîâðåìåííî. Èíûìè ñëîâàìè, Z = Bip \
P . Â êëàññå ãðàôîâ Bip çàäà÷à SUBGRAPH[Bip \ P ] ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé
SUBGRAPH[P ], à â êëàññå P îíà ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé SUBGRAPH[Bip].
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Ïîêàæåì, ÷òî êëàññû Bip(3) = Bip \ Deg(3) è P(3) = P \ Deg(3) ÿâëÿ-
þòñÿ SUBGRAPH[Bip \ P ]-ñëîæíûìè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàöèþ, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåíèå âåðøèíû. Ïðèìåíåíèå ýòîé îïåðàöèè ê âåðøèíå x
(ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 4) ãðàôà G ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
� îêðåñòíîñòü âåðøèíû x ïðîèçâîëüíî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà
X1 è X2, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì äâà ýëåìåíòà

� âåðøèíà x óäàëÿåòñÿ èç G è äîáàâëÿåòñÿ ïóòü (x1; y; x2). Äîáàâëÿþòñÿâñåâîçìîæíûå ðåáðà, èíöèäåíòíûå x1 (ñîîòâåòñòâåííî, x2) è âåðøèíàì
èç X1 (ñîîòâåòñòâåííî, X2)

Ëåììà 2.10. Ïóñòü X 2 fBip;Pg è ãðàô G0 ïîëó÷åí èç G ðàñùåïëåíèåì
âåðøèíû x. Òîãäà nX (G0) = nX (G) + 2.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü H è H 0 � ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû ãðà-

ôîâ G è G0 ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíàäëåæàùèå X è èìåþùèå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî âåðøèí. Åñëè x 2 V (H), òî ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V (H) n fxg [ fx1; y; x2g ïîäãðàô ãðàôà G0 ïðèíàäëåæèò X . Åñëè
æå x 62 V (H), òî ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V (H) [ fx1; yg ïîä-
ãðàô ãðàôà G0 ïðèíàäëåæèò X . Ïîýòîìó nX (G0) � nX (G) + 2. Åñëè âñå
òðè âåðøèíû x1; y; x2 ïðèíàäëåæàò H 0, òî ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V (H 0) n fx1; y; x2g [ fxg ïîäãðàô ãðàôà G ïðèíàäëåæèò X . Åñëè æå
fx1; y; x2g * V (G), òî ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V (H 0) n fx1; y; x2gïîäãðàô G òàêæå ïðèíàäëåæèò X . Ïîýòîìó nX (G0) � nX (G) + 2. Çíà÷èò,
nX (G0) = nX (G) + 2. Ëåììà 2.10 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ïëàíàðíûì)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâóäîëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ïëàíàðíûì) ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðàô G0. Êëàññ Bip ÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[P ]-ñëîæíûì, à P ÿâëÿåòñÿ
ÏÎÄÃÐÀÔ[Bip]-ñëîæíûì (ñì. ñëåäñòâèå 3 èç òåîðåìû 2 ðàáîòû [78]). Îòñþäà
è èç ëåììû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Bip(3) ÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[P ]-ñëîæíûì,
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à êëàññ P(3) ÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[Bip]-ñëîæíûì. Ñëåãêà ìîäèôèöèðóÿ õîä
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5 íåòðóäíî ïîêàçàòü ãðàíè÷íîñòü êëàññà T äëÿ çà-
äà÷è ÏÎÄÃÐÀÔ[Bip\P ] êàê îòíîñèòåëüíî Bip(3), òàê è îòíîñèòåëüíî P(3).
Âìåñòå ñ òåì, êëàññ Bip(3) \ P(3) ÿâëÿåòñÿ ÏÎÄÃÐÀÔ[Bip \ P ]-ïðîñòûì è
ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî íåãî íåò ÏÎÄÃÐÀÔ[Bip \ P ]-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ.
2.3.4 Ïîäìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì è èõ ñâîéñòâà
Íàïîìíèì, ÷òî âàæíåéøèì âûâîäîì èç òåîðåìû 2.10 ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,

÷òî çàäà÷ó âûÿâëåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâà G è íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íî îïðåäåëåííûõ
êëàññîâ. Òåîðåìó 2.10 ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåçóëüòàò î ïðåä-
ñòàâèìîñòè íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìû â
âèäå äðóãîé îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìû. Òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòû î
ïðåäñòàâèìîñòè è íåïðåäñòàâèìîñòè ïîäìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
ñèñòåì áóäóò äîêàçàíû äàëåå.
Ëåììà 2.11. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì êëàññîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X1;X2; : : : ;Xk � êîíå÷íî îïðåäåëåííûå êëàñ-
ñû. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Forb( kS

i=1Xi) ñîñòîèò èç ãðàôîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì íåêîòîðîãî ãðàôà èç S, ãäå S
� ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ êàæäûé ãðàô èç kS

i=1Forb(Xi) â êà÷åñòâå
ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà è ÿâëÿþùèõñÿ ìèíèìàëüíûìè (îòíîñèòåëüíî óäà-
ëåíèÿ âåðøèí) ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó ëþáîé ãðàô èç S ñîäåðæèò íå
áîëåå ÷åì kP

i=1Ni âåðøèí, ãäå Ni � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôàõ
èç Forb(Xi). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî S êîíå÷íî è ïîýòîìó ìíîæåñòâî Forb( kS

i=1Xi)
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ëåììà 2.11 äîêàçàíà.
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Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé, ÷òî îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷-
íîãî êîëè÷åñòâà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ è áåñêîíå÷íî
îïðåäåëåííûì êëàññîì.
Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.3, íåòðóäíî ïîêàçàòü

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîñòè.
Òåîðåìà 2.13. �-ïðåäåëüíûé îòíîñèòåëüíî X êëàññ B ÿâëÿåòñÿ �-

ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî
G 2 B ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ S � Forb(B), ÷òî
êëàññ X \ Free(S [ fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.
Ëåììà 2.12. Íè îäèí èç �-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X êëàññîâ ãðàôîâ

íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì äðóãèõ �-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X
êëàññîâ ãðàôîâ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî íåêîòîðûé
êëàññ B 2 B�(X ) ïîêðûâàåòñÿ îòëè÷íûìè îò B êëàññàìè B1;B2; : : : ;Bk,ïðèíàäëåæàùèìè B�(X ). Ïîñêîëüêó B íå âêëþ÷àåò íè îäèí èç êëàñ-
ñîâ B1;B2; : : : ;Bk, òî äëÿ ëþáîãî i 2 1; k ñóùåñòâóåò ãðàô Gi 2 Bi n B.Ïî òåîðåìå 2.13 äëÿ ëþáîãî i 2 1; k ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî
Si � Forb(Bi), ÷òî êëàññ X \ Free(Si [ fGig) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. ßñ-
íî, ÷òî B \ Bi � X \ Free(Si [ fGig). Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ B � kS

i=1Bi
ñëåäóåò, ÷òî B � kS

i=1X \ Free(Si [ fGig). Çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ïðîñòûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
êëàññîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ îò ÷èñëà åãî âåðøèí ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêèì èç äàííûõ
êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ îí ïðèíàäëåæèò (èëè îïðåäåëèòü, ÷òî îí íå
ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç íèõ). Îòñþäà è ëåììû 2.11 ñëåäóåò, ÷òî B �
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ïîäìíîæåñòâî �-ïðîñòîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî X ìíîæå-
ñòâà kS

i=1X \ Free(Si [ fGig). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
S � Forb(B), ÷òî X \ Free(S) � kS

i=1X \ Free(Si [ fGig). Ïîýòîìó êëàññ
X \Free(S) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Íî ïî òåîðåìå 2.1 îí ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì. Ëåì-
ìà 2.12 äîêàçàíà.
Ëåììà 2.12 îêàçûâàåòñÿ íåâåðíîé â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ

ãðàíè÷íûõ ñèñòåì. Îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòðïðèìåðà îòëîæèì äî
÷åòâåðòîé ãëàâû äèññåðòàöèè. Äàëåå áóäåò äîêàçàí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò î
âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà B�(X ) â âèäå äðóãîé îòíîñèòåëüíîé �-ãðàíè÷íîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà 2.14. Åñëè jB�(X )j < 1, òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

B0 � B�(X ) ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ S, ÷òî
B�(X \ Free(S)) = B0.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B�(X ) nB0. Ïî ëåììå 2.12
íè îäèí åãî ýëåìåíò íå ïîêðûâàåòñÿ êëàññàìè èç B0. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî
êëàññà B 2 B�(X ) n B0 ñóùåñòâóåò ãðàô GB 2 B, íå ïðèíàäëåæàùèéS
B02B�(X )nB0

B0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî S
B2B�(X )nB0

fGBg. ßñíî, ÷òî
B�(X \ Free(S)) = fB 2 B�(X ) : B � Free(S)g = B0 (òåîðåìà 2.10).
Òåîðåìà 2.14 äîêàçàíà.
Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ B�(X ) òåîðåìà 2.14 íåâåðíà äàæå ïðè ñíÿòèè

îãðàíè÷åíèÿ íà êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà S. Êîíòðïðèìåð áóäåò èçëîæåí â
÷åòâåðòîé ãëàâå. Â äàííîì êîíòðïðèìåðå ôèãóðèðóåò êîíòèíóàëüíàÿ îòíî-
ñèòåëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà. Íåèçáåæíîñòü íåïðåäñòàâèìîñòè íåêîòîðûõ
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ïîäìíîæåñòâ íåñ÷åòíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìû â âèäå äðóãîé îòíîñèòåëüíîé
ãðàíè÷íîé ñèñòåìû äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 2.15. Åñëè B�(G) ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì, òî ñóùåñòâóåò

íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ êëàññîâ B 2 B�(G), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàñëåä-
ñòâåííîãî êëàññà X ìíîæåñòâî B�(G) n fBg íå ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íîé
îòíîñèòåëüíî X ñèñòåìîé.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S = S
B2B�(G)Forb(B). Äàí-íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà G è ïîýòîìó

îíî ñàìî ñ÷åòíîå. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà S ñ÷åòíîå. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî B0 � B�(G) èç òàêèõ êëàñ-
ñîâ B, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S 0 � Forb(B), äëÿ êîòîðîãî
fB 2 B�(G) : S 0 � Forb(B)g ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Ò.ê. ìíîæåñòâî êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ S ñ÷åòíîå, òî è B0 ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
B00 = B�(G) nB0 ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì.
Ïóñòü B 2 B00. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X ñïðà-

âåäëèâîB�(G)nfBg 6= B�(X ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî X 2H
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B�(G) n fBg = B�(X ). Òîãäà B íå ÿâëÿåòñÿ �-
ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî X (è ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî G) è ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S 0 � Forb(B), ÷òî X \Free(S 0)
ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ
êëàññîâ B 2 B00, ÷òî S 0 � Forb(B). Ïóñòü B0 6= B � êëàññ ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì. Îí ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî X è âêëþ÷åí â X \Free(S 0).
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.1 êëàññ X \ Free(S 0) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Òåîðåìà 2.15 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
ÍÌ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ

3.1 Ãèïîòåçà Â.Å. Àëåêñååâà è åå âàðèàíòû
Íàïîìíèì, ÷òî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â îáûêíîâåííîì ãðàôå íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ åãî âåðøèí. Ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçà-
âèñèìîãî ìíîæåñòâà ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè G è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç �(G). Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (çàäà÷à ÍÌ) ñîñòîèò
äëÿ çàäàííûõ ãðàôà G è ÷èñëà k â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè
íåðàâåíñòâî �(G) � k.
Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì êëàññîì [32]. Âîçìîæíî, T ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì ÍÌ-ãðàíè÷íûì êëàññîì. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå Â.Å. Àëåêñååâà
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T êëàññ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì [32]. Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè T ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì. Î òðóäíîñòè ïðîáëåìû ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íå èçâåñòåí ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ êëàññà
Free(fP5g). Áîëåå òîãî, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ÍÌ äëÿ êëàññà
Free(fP5g) îñòàåòñÿ íå ÿñíîé óæå áîëåå 20 ëåò. Îäíàêî, ÍÌ-ïðîñòîòà êëàñ-
ñîâ ãðàôîâ Free(fP4g) [44] è Free(fT1;1;2g) [3] äàåò íåêîòîðóþ íàäåæäó íà
òî, ÷òî ãèïîòåçà Â.Å. Àëåêñååâà âñå-òàêè âåðíà.
Èòàê, ïðîñòåéøèì íå ïðåîäîëåííûì ïðåïÿòñòâèåì íà ïóòè ê äîêàçàòåëü-

ñòâó ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé G = P5. Çäåñü ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü
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íîâûå ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÍÌ, äîáàâèâ îäèí èëè
íåñêîëüêî ãðàôîâ ê P5 (òåì ñàìûì, êîñâåííî ïðîäâèíóòüñÿ íà ïóòè ê óñòàíîâ-
ëåíèþ âû÷èñëèòåëüíîãî ñòàòóñà äëÿ êëàññà Free(fP5g)). Åñëè jV (G)j � 4, òî
â êëàññå Free(fGg) çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà G � ëåñ. Áîëåå òîãî, ñðåäè âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ G ñ ïÿòüþ âåðøè-
íàìè ñëó÷àé ïðîñòîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, äëÿ êîòîðîãî ñòàòóñ çà-
äà÷è ÍÌ â êëàññå Free(fGg) îñòàåòñÿ îòêðûòûì [72]. Èìåþòñÿ äåñÿòêè ðàáîò,
â êîòîðûõ ê ãðàôó P5 äîáàâëÿåòñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî äðóãèõ çàïðåùåííûõïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ è äîêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
ÍÌ äëÿ ïîëó÷åííîãî êëàññà (ñì., íàïðèìåð, [36, 41, 40, 62, 70, 71, 72, 77]).
Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ íå áîëåå ÷åì 5 âåðøèíàìè, îò-
ëè÷íîãî îò P5 è C5, çàäà÷à ÍÌ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå ãðàôîâ
Free(fP5; Gg) [72]. Âîïðîñ î ñëîæíîñòè äëÿ êëàññà Free(fP5; C5g) ïîêà îñòà-åòñÿ îòêðûòûì (âîò óæå áîëåå 10 ëåò). Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû âûÿâëÿþòñÿ
íîâûå ñëó÷àè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÍÌ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè Free(fP5; C5g). Ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé ñïîñîá ãåíå-ðàöèè òàêèõ ñëó÷àåâ, îñíîâàííûé íà ââåäåííîì â ðàáîòå ïîíÿòèè ðàñøèðÿþ-
ùåãî îïåðàòîðà.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíûå ãðàíè÷íûå êëàññû, òî íàäåæäû íà ïî-

ëó÷åíèå èñ÷åðïûâàþùåãî îïèñàíèÿ òàêèõ êëàññîâ ñòàíîâÿòñÿ áîëåå îïðàâ-
äàííûìè. Èíîãäà ýòè íàäåæäû äåéñòâèòåëüíî ïîëíîñòüþ îïðàâäûâàþòñÿ,
ñì. ðàáîòó [60] î çàäà÷å ÄÌ è ïðåäûäóùóþ ãëàâó äèññåðòàöèè î çàäà÷àõ
î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè. Ïîäîáíîãî ðîäà ðåçóëüòàò èçâåñòåí è äëÿ çàäà÷è
î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Òàê, â [32] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ÍÌ-ãðàíè÷íûì ñðåäè ìîíîòîííûõ êëàññîâ è ïîýòîìó êîíå÷íî
îïðåäåëåííûé ñèëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âêëþ÷àåò T .
Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûå êëàññû îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ P . Ðàññìîòðåíèå
èìåííî òàêèõ ñëó÷àåâ ïîäñêàçàíî ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [60]. Â ýòîé ðàáîòå
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áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÄÌ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî P èñ÷åðïûâàåòñÿ
êëàññàìè T è D. Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì êàê îòíîñèòåëüíî P , òàê
è îòíîñèòåëüíî Deg(d) ïðè d > 2 è P(d) = P \ Deg(d) äëÿ òàêèõ d. Äî-
êàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùåå äî-
êàçàòåëüñòâî èç [32]. Ïðåäïîëîæåíèå Â.Å. Àëåêñååâà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî
íà ñëó÷àé ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî P (ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñè-
òåëüíî Deg(d) èëè P(d)). Íåò íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî ìíîæåñòâî àáñîëþòíûõ
ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îò-
íîñèòåëüíî P (ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî Deg(d) èëè P(d)). Íåñìîòðÿ íà
ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, åäèíñòâåííîñòü êëàññà T , êàê ÍÌ-ãðàíè÷íîãî îòíîñè-
òåëüíî P (ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî Deg(d) èëè P(d)), ìîæåò ñëóæèòü
êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Â.Å. Àëåêñååâà.
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ÍÌ-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X 2

fDeg(d);P ;P(d)g êëàññîâ ãðàôîâ, îòëè÷íûõ îò T , ýêâèâàëåíòåí âîïðî-
ñó î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî G 2 T , ÷òî êëàññ X \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ñëîæíûì. Õîòÿ åäèíñòâåííîñòü êëàññà T è â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ
äîêàçàòü íå óäàåòñÿ, èìååòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ ê äîñòèæå-
íèþ ýòîé öåëè, ÷åì â ñëó÷àå àáñîëþòíûõ ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Äëÿ
ñëó÷àÿ X = Deg(d) (d > 2) è ëþáîãî i óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ
Deg(d) \ Free(fT1;i;ig) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì [61]. Âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé
ãëàâû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ñëó÷àÿ X = P . Òàì æå
ðàññìàòðèâàåòñÿ X = P(3) è ïðè ëþáîì i óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ â êëàññå P(3)\Free(fT2;2;ig). Íà íàñòîÿùåå âðåìÿäàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì â ñìûñëå ãëóáèíû ïðîäâèæåíèÿ ê
îïðåäåëåíèþ èñòèííîñòè ãèïîòåçû.
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3.2 Ðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæå-
ñòâå

Ïóñòü � � êàêàÿ-íèáóäü NP-ïîëíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ. Êàê ïðàâèëî, íà-
ïðàâëÿþùèì ìîòèâîì ê óñòàíîâëåíèþ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè � äëÿ
òîãî èëè èíîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå óæå èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ ýôôåê-
òèâíîé ðàçðåøèìîñòè. Âñå èçâåñòíûå àâòîðó îáîáùåíèÿ òàêîãî ðîäà èìåþò
¾ëîêàëüíûé õàðàêòåð¿, ò.å. ðåàëèçîâàííîå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå èñïîëü-
çóåò èíôîðìàöèþ î êîíêðåòèêå ñòðóêòóðû ñòàðîé, áîëåå óçêîé ñîâîêóïíîñòè
ãðàôîâ. Âìåñòå ñ òåì, õîòåëîñü áû èìåòü ¾óíèâåðñàëüíûå¿ ñâåäåíèÿ, ïðè-
ãîäíûå ñðàçó äëÿ öåëûõ ñåìåéñòâ êëàññîâ ãðàôîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ íà-
ñëåäñòâåííûõ êëàññîâ óêàçàòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå f : S �! S 0 (ôóíêöèþ
îäíîãî èëè ìíîãèõ àðãóìåíòîâ � ãðàôîâ èç ÷àñòè S), ÷òî Free(S) � Free(S 0)
è èç �-ïðîñòîòû êëàññà Free(S) ñëåäîâàëà áû �-ïðîñòîòà êëàññà Free(S 0).
Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçîâåì �-ðàñøèðÿþùèì îïåðàòîðîì.
Ïîëåçíîñòü ïîíÿòèÿ ðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîí-

êðåòíûå îïåðàòîðû òàêîãî ðîäà ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî (¾ðåãóëÿðíûì
îáðàçîì¿) ïîðîæäàòü íîâûå �-ïðîñòûå ñëó÷àè. Íàïðèìåð, åñëè
Free(S) � êîíêðåòíûé �-ïðîñòîé êëàññ, à f � �-ðàñøèðÿþùèé
îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî S âõîäèò â îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ, òî
Free(f(S));Free(f(f(S)));Free(f(f(f(S)))) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
áåñêîíå÷íàÿ öåïü (ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ) èç �-ïðîñòûõ êëàññîâ. Çà-
ìåòèì, ÷òî òàêèå òðàíñôîðìàöèè ìîãóò áûòü îñîáåííî ïîëåçíûìè, êîãäà
èçâåñòíî ñðàçó íåñêîëüêî ðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ (ïîñêîëüêó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèÿ èõ ñóïåðïîçèöèé).
Ïîíÿòèå ðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà ïðèìåíÿåòñÿ â äèññåðòàöèè ê çàäà÷å î

íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Äàëåå äîâîëüíî ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðà-
æåíèå fGg �! fG�K1g ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ðàñøèðÿþùèì îïåðàòîðîì.
Òåîðåìà 3.1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ
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X è ãðàôà G êëàññ X \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì, òî êëàññ
X \ Free(fG�K1g) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü H � ãðàô èç X \Free(fG�K1g), x � ïðî-

èçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà H. Îáîçíà÷èì: H1 = H nfxg; H2 = H nN(x); H3 =
H nN [x]. ßñíî, ÷òî �(H) = max(�(H1); �(H2)), �(H2) = �(H3) + 1, ãðàô H3ïðèíàäëåæèò êëàññó X \Free(fGg). Çíà÷èò, âû÷èñëåíèå ÷èñëà íåçàâèñèìî-
ñòè ãðàôàH ðåêóðñèâíî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ÷èñåë íåçàâèñèìîñòè ãðàôîâ
H1 è H3. Èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ �(H3)íå ïðåâîñõîäèò poly(jV (H3)j), ãäå poly(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ïåðåìåííîé
n. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôà H íå ïðåâîñõîäèò
jV (H)jpoly(jV (H)j), ò.å. îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò ÷èñëà âåðøèí. Òåîðåìà
3.1 äîêàçàíà.
Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.1 íå óäàåòñÿ ïå-

ðåíåñòè íà êëàññû ãðàôîâ âèäà Free(fG�K2g). Âìåñòå ñ òåì, óòâåðæäå-íèå òåîðåìû 3.1 äëÿ îïåðàöèè � è âîâñå íå âåðíî (ýòî òàê è äëÿ áîëåå
ñëàáûõ ¾óìíîæåíèé¿, êîãäà äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòü ðåáåð, èíöèäåíòíûõ
V (K1) è V (G)). Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ Free(fK1;3g) � ÍÌ-ïðîñòîé [69], à
Free(fK1;3 �K1g) ñîäåðæèò âñå ãðàôû áåç òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáðàçóþò
ÍÌ-ñëîæíûé êëàññ [73]. Â ñëó÷àå ïîäêëàññîâ êëàññà Free(fP5; C5g) òåîðåìà3.1 âåðíà è äëÿ óìíîæåíèÿ. Ýòî ðåçóëüòàò áóäåò äîêàçàí äàëåå.
3.2.1 Î ÍÌ-ðàñøèðÿåìîñòè îïåðàòîðà fP5; C5; Gg �! fP5; C5; G �K1g

Ëåììà 3.1. Â ãðàôå G 2 Free(fP5; C5g), ñîäåðæàùåì ïîðîæäåííûé
ïóòü (x1; x2; x3), âûïîëíÿåòñÿ ëèáî âêëþ÷åíèå N(x1) � N(x2)[N(x3), ëèáî
âêëþ÷åíèå N(x3) � N(x1) [N(x2).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâó-

þò òàêèå âåðøèíû a è b, ÷òî a 2 N(x1) n (N(x2) [ N(x3)) è ÷òî
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b 2 N(x3) n (N(x1) [ N(x2)). Íî òîãäà âåðøèíû a; x1; x2; x3; b ïîðîæäà-
þò â G ëèáî ïîäãðàô P5 (åñëè (a; b) 62 E(G)), ëèáî ïîäãðàô C5 (åñëè
(a; b) 2 E(G)). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.2. Ðàäèóñ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà èç Free(fP5g) íå ïðåâîñõîäèò

2.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x � âåðøèíà ñâÿçíîãî ãðàôà G 2

Free(fP5g), äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà jfxg [ N(x) [ N2(x)j ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-
øåé (åñëè òàêîâûõ âåðøèí íåñêîëüêî, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ).
Ïîñêîëüêó ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà
P5, òî êàæäàÿ âåðøèíà ýòîãî ãðàôà îòñòîèò îò x íà ðàññòîÿíèè, íå áîëüøåì,÷åì 3. Ïîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò x äî êàæäîé èç âåðøèí G íå ïðåâîñõîäèò
äàæå 2.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû a 2 N(x); b 2

N2(x); c 2 N3(x), ÷òî (a; b) 2 E(G) è (b; c) 2 E(G). Ïîíÿòíî, ÷òî fz 2 N2(x) :
9y 2 N(x) \ N(b); (y; z) 2 E(G)g � N(b) [ N2(b). Äîêàæåì, ÷òî N(x) n
N(b) � N2(b) è fz 2 N2(x) : 9y 2 N(x) n N(b); (y; z) 2 E(G)g � N(b) [
N2(b). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y 2 N(x) n N(b). Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíà y íå
ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé c, ò.ê. ïðîòèâíîå îçíà÷àëî áû, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó x è c ðàâíî 2. Âìåñòå ñ òåì, y îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ
âåðøèíîé a, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé
âåðøèíàìè y; x; a; b; c ïîäãðàô P5. Íî òîãäà y 2 N2(b). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì,÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà z, äëÿ êîòîðîé z 2 N2(x) è (z; y) 2 E(G). Ãðàô G
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî èç ðåáåð (a; z); (b; z); (c; z), ò.ê. ïðîòèâíîå îçíà÷àëî áû,
÷òî âåðøèíû z; y; a; b; c ïîðîæäàþò âG ïîäãðàô P5. Íî òîãäà z 2 N(b)[N2(b).Èòàê, èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî àáçàöà ñëåäóåò, ÷òî fxg[N(x)[N2(x) �
fbg [ N(b) [ N2(b). Âìåñòå ñ òåì, c 2 N(b), íî c 62 fxg [ N(x) [ N2(x). Ïî-ýòîìó jfxg [ N(x) [ N2(x)j < jfbg [ N(b) [ N2(b)j. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå
ñ âûáîðîì âåðøèíû x. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå èç ïåðâîãî àáçàöà íåâåðíî.
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Ïîýòîìó ðàäèóñ ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 2. Ëåììà 3.2 äîêàçàíà.
Èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè x � öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà ñâÿçíîãî ãðà-

ôà G èç Free(fP5; C5g), òî ëþáàÿ âåðøèíà G îòñòîèò îò x íà ðàññòîÿ-
íèè íå áîëåå ÷åì 2. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü âåðøèíû x. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ íåñìåæíûõ âåðøèí y1 2 N(x) è y2 2 N(x) èìå-
åò ìåñòî ëèáî âêëþ÷åíèå N(y1) n N(x) � N(y2) n N(x), ëèáî âêëþ÷åíèå
N(y2) n N(x) � N(y1) n N(x). Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 3.1. Ïîýòîìó íà ëþáîé
ñîâîêóïíîñòè èç ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ N(x), îòíîøå-
íèåR : uRv , N(u)nN(x) � N(v)nN(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êâàçèïîðÿäêîì.
Ýòîò êâàçèïîðÿäîê îáÿçàòåëüíî èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.
Ïóñòü IS � êàêîå-ëèáî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G, äëÿ êîòîðîãî

âåðøèíà y 2 N(x) \ IS ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî
ââåäåííîãî âûøå êâàçèïîðÿäêà R. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðè-
íàäëåæíîñòè âåðøèíû z 2 N(x) ìíîæåñòâó IS ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äâóõ
óñëîâèé: a). (y; z) 62 E(G); á). N(z) n N(x) � N(y) n N(x). Ýòî íàáëþäåíèå
ìîæåò áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ãðàôà G
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Øàã 1. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû y 2 N(x) îïðåäåëèòü ãðàôû G1(y) = G[fz 2

N(x) : (y; z) 62 E(G); N(z) nN(x) � N(y) nN(x)g] è G2(y) = G[N2(x) nN(y)].
Øàã 2. Âû÷èñëèòü ÷èñëî max(�(G[N2(x)])+1; maxy2N(x)(�(G1(y))+�(G2(y))+

1)), êîòîðîå ðàâíî �(G).
Ëåììà 3.3. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G0 ãðàôà G[N2(x)]

ñóùåñòâóåò âåðøèíà y 2 N(x), äëÿ êîòîðîé:
1: V (G0) \N(y) 6= ;,
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2: ðàäèóñ ãðàôà G00 = G[V (G0) [ fyg] íå ïðåâîñõîäèò 2,
3: äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí z1 è z2 ãðàôà G00, îòñòîÿùèõ â ýòîì

ãðàôå îò âåðøèíû y íà ðàññòîÿíèè 2, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z, ÷òî
(z; z1) 2 E(G00); (z; z2) 2 E(G00); (z; y) 2 E(G00).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç N(x), îêðåñò-

íîñòü êîòîðîé â ãðàôå G èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ V (G0) (òàêàÿ âåðøèíà
îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò ââèäó ñâÿçíîñòè ãðàôà G). Ðàññòîÿíèå îò y äî ëþáîé
âåðøèíû G00 íå ïðåâîñõîäèò 2 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàäèóñ ãðàôà G áûë áû
íå ìåíåå ÷åì 3). Çíà÷èò, ðàäèóñ ãðàôà G00 íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïóñòü òåïåðü z1 è
z2 � äâå ñìåæíûå âåðøèíû ãðàôà G00, îòñòîÿùèå â ýòîì ãðàôå îò âåðøèíû y
íà ðàññòîÿíèè 2, à z � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà G00 ñìåæíàÿ è ñ y è ñ z1 (òàêàÿâåðøèíà îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò, ââèäó ñâÿçíîñòè ãðàôà G0 è îãðàíè÷åíèé
íà åãî ðàäèóñ). Åñëè âåðøèíû z è z2 íåñìåæíû, òî âåðøèíû z1; z2; z; y; xïîðîæäàþò â ãðàôå G ïóòü P5. Ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî (z; z2) 2 E(G00). Ëåììà
3.3 äîêàçàíà.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ãðàôà H ñïðàâåäëèâî G 2 Free(fP5; C5; H �K1g).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî y 2 N(x) ãðàô G1(y) ïðèíàäëåæèò êëàññó

Free(fP5; C5; Hg). Èç ïîñëåäíåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî
ïðè ïðèìåíåíèè øàãîâ 1-2 ê êîìïîíåíòå G0 (ïóòåì ïåðåáîðà êàíäèäàòîâ â
ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî êâàçèïîðÿäêà R ñðåäè âåðøèí G0,
cìåæíûõ ñ y) âû÷èñëåíèå åå ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç Free(fP5; C5; Hg) (ïîñêîëüêó ïîëó-
÷àåìûå â øàãå 1 ãðàôû ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëþáîãî ãðàôà G2(y) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì
ïîäãðàôîì íåêîòîðîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G[N2(x)]. Ïîýòîìó çàäà÷à ÍÌ
äëÿ ãðàôîâ èç fG2(y) : y 2 N(x)g [ fG[N2(x)]g ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ
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ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Free(fP5; C5; Hg). Òàêèìîáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3.2. Åñëè êëàññ ãðàôîâ X \ Free(fP5; C5; Gg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-

ïðîñòûì, òî êëàññ X \ Free(fP5; C5; G �K1g) òîæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì.

Òåîðåìû 3.1 è 3.2 ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî ðàñøèðÿòü ñîâîêóïíîñòü
ÍÌ-ïðîñòûõ ïîäìíîæåñòâ êëàññà Free(fP5; C5g). Áóäåì íàçûâàòü ãðàô G-
ïîðîãîâûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç G c èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé
�K1 è �K1. Èíûìè ñëîâàìè, G-ïîðîãîâûå ãðàôû èíäóêòèâíî îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. ãðàô G � G-ïîðîãîâûé,
2. åñëè G0 � G-ïîðîãîâûé ãðàô, òî G0 � K1 è G0 � K1 òîæå ÿâëÿþòñÿ G-
ïîðîãîâûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàôû, ñôîðìèðîâàííûå ïî ýòèì ïðàâèëàì äëÿ ñëó-
÷àÿ G = K1, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîðîãîâûìè (îòñþäà è èõ îáîáùàþùåå
íàçâàíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî G). Èìåÿ êàêîé-íèáóäü ÍÌ-ïðîñòîé
ñëó÷àé X \ Free(fP5; C5; Gg), ìîæíî ðàññìîòðåòü G-ïîðîãîâûé ãðàô H
è ïîñòàâèòü âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîì ñòàòóñå çàäà÷è ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç
X \ Free(fP5; C5; Hg). Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèÿìè òåîðåì 3.1 è 3.2 è èíäóê-
öèåé, ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü ïîëèíîìèàëüíîñòü çàäà÷è ÍÌ â ýòîì êëàññå.
Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3.3. Åñëè êëàññ ãðàôîâ X \ Free(fP5; C5; Gg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-

ïðîñòûì, òî äëÿ ëþáîãî G-ïîðîãîâîãî ãðàôà H êëàññ X \Free(fP5; C5; Hg)
òîæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
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3.2.2 Î ÍÌ-ðàñøèðÿåìîñòè îïåðàòîðà fP5; C5; Hg �! fP5; C5; H �O2; H �K1;pg

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî p îòîáðàæåíèå
fP5; C5; Hg �! fP5; C5; H � O2; H � K1;pg ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ðàñøèðÿþùèì
îïåðàòîðîì. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.2 ìîæíî äîêàçàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 3.4.
Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G 2 Free(fP5g) n Free(fK1;pg)

ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà x, ÷òî N(x) ñîäåðæèò íå ìåíåå p íåçàâèñè-
ìûõ âåðøèí è äëÿ ëþáîé âåðøèíû y 2 V (G) ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y íå
ïðåâîñõîäèò 2.
Îäíà èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ÍÌ ñîñòîèò â

óïðîùåíèè, ¾cæàòèè¿ òåêóùåãî ãðàôà. Ïðè ýòîì âìåñòî èñõîäíîãî ãðàôà
ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô, ÷òî ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè
ãðàôà è åãî ïîäãðàôà ñîâïàäàþò. Èíîãäà èäåè òàêîãî ðîäà äàæå ïðèâîäÿò
ê ñîçäàíèþ öåëîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ. Íàïðèìåð, äëÿ íåïóñòûõ
õîðäàëüíûõ ãðàôîâ (ò.å. ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííûõ öèêëîâ äëèíû ÷åòûðå è
áîëåå) âñåãäà âîçìîæíî óäàëåíèå òàê íàçûâàåìîé ñìåæíî ïîãëîùàþùåé âåð-
øèíû [7].
Ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà a ñìåæíî ïîãëîùàåò âåðøèíó b, åñëè âåðøèíû a

è b ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè è N(b) n fag � N(a) n fbg. Çíà÷åíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óäàëåíèè ëþáîé ñìåæíî ïîãëîùàþùåé âåðøèíû èç
ãðàôà íå èçìåíÿåòñÿ åãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè [7]. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ê íåêîòîðûì ãðàôàì èäåè óäàëåíèÿ âåðøèíû ñ ñîõðàíåíèåì ÷èñëà íåçàâèñè-
ìîñòè äîêàçûâàåòñÿ äàëåå.
Ëåììà 3.5. Ïóñòü x � öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà ñâÿçíîãî ãðàôà G = (V;E)

èç Free(fP5g), ïðè÷åì ñóùåñòâóþò òàêèå íåñìåæíûå âåðøèíû y1 2 N(x)
è y2 2 N(x), ÷òî:
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� äëÿ ëþáîé âåðøèíû z 2 N(x)nN [y1] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå N(z)nN [x] �
N(y1) nN [x], ïðè÷åì äëÿ z = y2 ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãîå,

� íèêàêàÿ âåðøèíà èç N2(y1) n (N(y1) [ N(x)) íåñìåæíà íè ñ êàêîé âåð-
øèíîé èç N(y1) nN [x],

� êàæäàÿ âåðøèíà èç N(y2) n N [x] ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîæå-
ñòâà N(y1) nN [x].

Òîãäà �(G) = �(G n fxg).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî ãðàôà G, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç IS. Åñëè íè îäíà èç âåðøèí
ìíîæåñòâà N(y2) n N [x] (ïî òðåòüåìó óñëîâèþ ïîðîæäàþùåãî â G ïîëíûé
ïîäãðàô) íå ïðèíàäëåæèò IS, òî èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ìíî-
æåñòâî ISnfxg[fy2g òàêæå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì
ãðàôà G. Åñëè õîòÿ áû îäíà âåðøèíà z 2 IS ïðèíàäëåæèò N(y2) n N [x],
òî ïî òðåòüåìó óñëîâèþ (IS \ N(y1)) n N [x] = fzg. Ïî ïåðâîìó óñëîâèþ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà z0 2 N(y1) n (N(y2) [ N(x)), ÷òî (z0; z) 2 E.
Èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî IS n fy2; z0g [ fx; zg � íàèáîëüøåå
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G. Â îáîèõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî �(G) = �(G n fxg). Ëåììà 3.5 äîêàçàíà.
Äðóãèìè ïîëåçíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ÍÌ-ïðîñòîòû òåõ

èëè èíûõ êëàññîâ îêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñîåäèíåíèÿ ãðàôîâ èç óæå èç-
âåñòíûõ ÍÌ-ïðîñòûõ êëàññîâ. Îäíî èç òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ äàëåå. Èìåííî, äàëåå áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïîçèöèè íàñëåäñòâåííûõ
êëàññîâ ãðàôîâ è äîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè êîìïîçèöèè.
Ïóñòü X1 è X2 � äâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññà. Êîìïîçèöèåé X1 è

X2 (îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç X1 ? X2) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òåõ ãðàôîâ
G, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå ãðàôû G1 2 X1; G2 2 X2 è ïîä-
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ìíîæåñòâà V1 � V (G1); V2 � V (G2), ÷òî V (G) = V (G1) [ V (G2) è
E(G) = E(G1) [ E(G2) [ V1 � V2.
Ëåììà 3.6. Åñëè X1 è X2 � äâà ÍÌ-ïðîñòûõ êëàññà, òî èõ êîìïîçèöèÿ

X1 ? X2 òîæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì êëàññîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ X1 è X2 ÿâëÿåòñÿ íà-
ñëåäñòâåííûì êëàññîì. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ åùå è ÍÌ-
ïðîñòûì. Ïóñòü ãðàô G = (V;E) ïðèíàäëåæèò êëàññó X1 ? X2 è ïóñòü
G1 = (V 01 ; E 01); G2 = (V 02 ; E 02); V1; V2 � òå ãðàôû è ìíîæåñòâà, êîòî-
ðûå äëÿ G ôèãóðèðóþò â îïðåäåëåíèè êîìïîçèöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
V1 � V2 = ; (ò.å. åñëè V1 = ; èëè V2 = ;), òî �(G) = �(G1) + �(G2)è ïîýòîìó ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ãðàôà G âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå îò jV (G)j âðåìÿ. Åñëè æå V1 � V2 6= ;, òî ëþáîå íåçàâèñè-
ìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñîäåðæèò âåðøèíû èç íå áîëåå ÷åì îäíîãî
ìíîæåñòâà V1 è V2. Ïîýòîìó �(G) = �(G[V 01 n N(x)]) + �(G[V n V2])(èëè �(G) = �(G[V 02 n N(y)]) + �(G[V n V1])), åñëè íåêîòîðîå íàèáîëü-
øåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó
x 2 V1 (èëè y 2 V2). Åñëè æå íè îäíà èç âåðøèí V1 [ V2 íå ïðèíàä-
ëåæèò íè îäíîìó íàèáîëüøåìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ãðàôà G, òî
�(G) = �(G[V n V1]) + �(G[V n V2]). Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà V1 � V2 íåïó-ñòî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî �(G) = max(maxx2V1 �(G[V 01 n N(x)]) + �(G[V n
V2]);maxy2V2 �(G[V 02 nN(y)]) + �(G[V n V1]); �(G[V n V1]) + �(G[V n V2])). Òàêèìîáðàçîì, ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ãðàôà G âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ íåçàâèñèìî îò ïóñòîòû ìíîæåñòâà V1 � V2. Ëåììà 3.6 äîêàçàíà.
Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô êëàññà Free(fP5; C5; H �O2; H �K1;pg). Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî G íå ñîäåðæèò ñìåæíî ïîãëîùàþùèõ âåðøèí. Ïîñêîëüêó ïðè
ëþáîì s êëàññ Free(fP5; K1;sg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì [70], òî ìîæíî òàêæå
ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò K1;p+1 â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà. Ïî
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ëåììå 3.4 ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà x ãðàôà G (ðàäèóñà íå áîëåå ÷åì
2), äëÿ êîòîðîé N(x) ñîäåðæèò p+1 íåçàâèñèìûõ âåðøèí y1; y2; : : : ; yp+1. Äëÿêàæäîé âåðøèíû y 2 N(x) ÷åðåç N 0(y) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî N(y)nN [x]. Ïî-
ñêîëüêó G íå ñîäåðæèò ñìåæíî ïîãëîùàþùèõ âåðøèí, òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî
y ìíîæåñòâî N 0(y) íå ïóñòî. Íà ìíîæåñòâå âåðøèí N(x) ââåäåì îòíîøåíèå
êâàçèïîðÿäêà R0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uR0v , N 0(u) � N 0(v)
Êâàçèïîðÿäîê R0 íà ìíîæåñòâå A = fy1; y2; : : : ; yp+1g ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

(ïî ëåììå 3.1). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y� 2 A, ÷òî äëÿ ëþáîé
âåðøèíû y0 2 A ñëåäóåò N 0(y0) � N 0(y�). Ðàññìîòðèì êâàçèïîðÿäîê R0 íà
ìíîæåñòâå fy 2 N(x) : N 0(y�) � N 0(y)g. Íà äàííîì ìíîæåñòâå ýòîò êâàçèïî-
ðÿäîê íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, íî îáÿçàòåëüíî èìååò ìàêñèìàëü-
íûé ýëåìåíò y1. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîé íåñìåæíîé ñ y1 âåðøèíû y 2 N(x)
(ìíîæåñòâî B = N(x) n N [y1] îáÿçàòåëüíî íåïóñòî, ò.ê. èíà÷å y1 � ñìåæíî
ïîãëîùàþùàÿ âåðøèíà) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå N 0(y) � N 0(y1), ïðè÷åì åñëè
G[N 0(y1)] 2 Free(fHg), òî äàííîå âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âåðøèí G, îòñòîÿùèõ îò y1 íà ðàññòîÿíèè
2 è íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó N(x) [N(y1).
Ëåììà 3.7. Ãðàô G[C] ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(fHg).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè C = ;, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè ìíî-

æåñòâî C íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî íèêàêàÿ âåðøèíà èç C íå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé
íè ñ êàêîé âåðøèíîé èç A [ B (ò.ê. äëÿ ëþáîé âåðøèíû y 2 A [ B èìååò
ìåñòî âêëþ÷åíèå N 0(y) � N 0(y1)). Ïîýòîìó G[C] 2 Free(fHg), ïîñêîëüêó â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå âåðøèíû èç C, ëþáûå p âåðøèí èç A è âåðøèíà
x ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô H �K1;p. Ëåììà 3.7 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.8. Åñëè ñóùåñòâóþò äâå ñìåæíûå âåðøèíû z1 2 C è
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z2 2 N 0(y1), òî G[B] 2 Free(fHg).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Êàæäàÿ èç âåðøèí ìíîæåñòâà B ñìåæíà ñ z2,ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå íåñìåæíîé ñ z2 âåðøèíû y 2 B îçíà÷àåò, ÷òî

âåðøèíû y; x; y1; z2; z1 ïîðîæäàþò P5 (íàïîìíèì, ÷òî (y; z1) 62 E(G)). Çíà÷èò,
G[B] 2 Free(fHg), ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå âåðøèíû èç B
è âåðøèíû x; z2 ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô H �O2. Ëåììà 3.8 äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì âåðøèíó y2 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B îòíî-

ñèòåëüíî êâàçèïîðÿäêà R0. ßñíî, ÷òî G[N 0(y2)] 2 Free(fHg) è ÷òî åñëè
G[N 0(y1)] 62 Free(fHg), òî N 0(y2) � N 0(y1). Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîé
âåðøèíû y 2 B n (A [ N(y2)) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N 0(y) � N 0(y2).Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî N 0(y1) n N 0(y2). Â ëåììå 3.9 ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî D íåïóñòî.
Ëåììà 3.9. Åñëè G[B n A] 62 Free(fHg); N 0(y2) � D * E(G) èëè

N 0(y2) � D � E(G) è G[N 0(y2)] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî G[N 0(y1)] 2
Free(fHg) ? Free(fHg).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç N 0(y2)ëèáî îäíîâðåìåííî ñìåæíà ñ êàæäîé âåðøèíîé èç D, ëèáî îäíîâðåìåííî

íåñìåæíà íè ñ îäíîé òàêîé âåðøèíîé. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò âåðøèíà z1 2 N 0(y2), ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé z2 2 D è íåñìåæíàÿ ñ
âåðøèíîé z3 2 D. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ íåñìåæíàÿ ñ y2 âåðøèíà y 2 B n A
äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé z1, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåð-
æèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè y; x; y2; z1; z2 ïîäãðàô P5. Âìåñòå ñ òåì, êàæäàÿâåðøèíà y0 èç N(y2)\(BnA) äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé z1, ïîñêîëüêó âïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè y0; y2; z1; y1; z3ïîäãðàô P5 (åñëè (y0; z3) 62 E(G)) èëè ïîäãðàô C5 (åñëè (y0; z3) 2 E(G)). Çíà-
÷èò, êàæäàÿ èç âåðøèí ìíîæåñòâà B n A îäíîâðåìåííî ñìåæíà êàê ñ x, òàê
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è ñ z1. Íî ò.ê. G íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà H � O2, òî G[B n A]
íå ñîäåðæèò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà H. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì
ëåììû. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âåðøèí z1; z2; z3 íåâåðíî.Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêàÿ âåðøèíà a 2 N 0(y2), êîòîðàÿ íåñìåæíà íè ñ
îäíîé âåðøèíîé èç D. Ïðè ýòîì èç ðàññóæäåíèé ïåðâîãî àáçàöà ñëåäóåò,
÷òî a ñìåæíà ñðàçó ñî âñåìè âåðøèíàìè èç N(y2) \ (B n A). Ò.ê. ãðàô
G[N(y2) \ (B n A)] íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(fHg), à ãðàô G[B n A] åìó
ïðèíàäëåæèò, òî èç ñâÿçíîñòè H ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ äâóõ ñìåæíûõ
âåðøèí b 2 N(y2) \ (B n A) è c 2 B n A, ÷òî (a; b) 2 E(G) è (a; c) 62 E(G).
Íî òîãäà âåðøèíà b äîëæíà áûòü ñìåæíà ñðàçó ñî âñåìè âåðøèíàìè èç D,
ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ãðàôå G åñòü ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè c; b; a; y1è íåêîòîðîé âåðøèíîé èç D ïîäãðàô P5. Ïîýòîìó G[D] 2 Free(fHg), ò.ê.
âñå âåðøèíû èç D îäíîâðåìåííî ñìåæíû ñ íåñìåæíûìè âåðøèíàìè b è y1.Çíà÷èò, G[N 0(y1)] 2 Free(fHg) ? Free(fHg).Ïóñòü òåïåðü N 0(y2) � D � E(G) è ãðàô G[N 0(y2)] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå íåñìåæíûå âåðøèíû u è v, îäíîâðåìåííî ñìåæíûå
ñðàçó ñî âñåìè âåðøèíàìè èç D. Íî òîãäà ãðàô G[D] íå ñîäåðæèò H â êà÷å-
ñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà. Îòñþäà è ïåðâîãî àáçàöà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî G[N 0(y1)] ïðèíàäëåæèò êîìïîçèöèè êëàññîâ Free(fHg) è Free(fHg).
Ëåììà 3.9 äîêàçàíà.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3.4. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî ãðàôà H êëàññ

Free(fP5; C5; Hg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì, òî äëÿ ëþáîãî p êëàññ
Free(fP5; C5; H �O2; H �K1;pg) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èñïîëüçóåì èäåþ âåòâëåíèÿ ïî òàêèì îáðàçîì âû-

áèðàåìîé âåðøèíå v òåêóùåãî ãðàôà, ÷òî ëèáî åãî ïîäãðàô áåç v, ëèáî åãî
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ïîäãðàô áåç N(v) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ÍÌ-ïðîñòîìó ðàñøèðåíèþ êëàñ-
ñà Free(fP5; C5; Hg). Ýòî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ
â êëàññå Free(fP5; C5; H �O2; H �K1;pg) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî òåêóùèì ÿâëÿåòñÿ ãðàôG = (V;E) èç ýòîãî êëàññà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé âñåì óñëîâèÿì èç íà÷àëà ýòîãî ðàçäåëà ðàáîòû (ñâÿçíîñòü, îòñóòñòâèå
ñìåæíî ïîãëîùàþùèõ âåðøèí è íå ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó Free(fK1;p+1g)).Îïèøåì ïðàâèëà âûáîðà âåðøèíû v.
� Åñëè G[B n A] 2 Free(fP5; C5; Hg) (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôà G), òî ïîëîæèì v = y1. Â ýòîì
ñëó÷àå G n N(y1) = G[C] � G[(B n A) [ (A n N(y1))]. Ïî ëåììå 3.7
G[C] 2 Free(fP5; C5; Hg). Â ãðàôå G[(B n A) [ (A n N(y1))] ðàññìîòðèìâñåâîçìîæíûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A n N(y1) (êîòî-ðûõ, î÷åâèäíî, íå áîëåå 2p+1 øòóê). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà
ðàññìîòðèì ïîäãðàô ãðàôà G[B nA], ïîðîæäåííûé âñåâîçìîæíûìè âåð-
øèíàìè, íåñìåæíûìè ñ âåðøèíàìè èç âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà. Òàêîé
ïîäãðàô îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(fP5; C5; Hg). Çíà÷èò, çà-äà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôà G n N(y1) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò
÷èñëà åãî âåðøèí.

� ÅñëèG[BnA] 62 Free(fP5; C5; Hg); N 0(y2)�D * E(G) èëè åñëèG[BnA] 62
Free(fP5; C5; Hg); N 0(y2) � D � E(G) è G[N 0(y2)] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì,
òî ïîëîæèì v = x. Èç ëåììû 3.8 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G[V n(N(x)[
fxg)] = G[C] � G[N 0(y1)]. Ïî ëåììå 3.7 G[C] 2 Free(fP5; C5; Hg). Åñëè
D ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî G[N 0(y1)] 2 Free(fP5; C5; Hg). Åñëè æå D íå
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òî G[N 0(y1)] 2 Free(fP5; C5; Hg) ? Free(fP5; C5; Hg)(ëåììà 3.9). Ïîýòîìó èç ëåììû 3.6 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôà
G nN(x) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ÷èñëà åãî âåðøèí.

� G[B n A] 62 Free(fP5; C5; Hg), N 0(y2)�D � E(G) è G[N 0(y2)] � ïîëíûé
ãðàô, òî ïî ëåììå 3.5 �(G) = �(G n fxg). Òàêèì îáðàçîì, òðåòèé ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê ïåðâûì äâóì çà ñ÷åò óäàëåíèÿ èçáûòî÷íîé âåðøèíû.
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Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.
3.3 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ïëàíàð-

íûõ ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê
ßáëîêîì Ak íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç öèêëà äëèíû k äîáàâëåíèåì

îäíîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíîé öèêëà. Â äàííîì ðàçäåëå
äëÿ ëþáîãî s � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â êëàññå
P \ Free(fAs; As+1; : : :g). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíà ÍÌ-ïðîñòîòà ýòîãî êëàññà
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s � 3. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ i è j êëàññ P \ Free(fT1;i;jg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî P \ Free(fT1;i;jg) �
P \ Free(fAi+j+1; Ai+j+2; : : :g).
3.3.1 Ðàçäåëÿþùèå êëèêè è C-áëîêè
Ðàçäåëÿþùàÿ êëèêà ãðàôà � ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîðîæäàþùåå ïîëíûé

ïîäãðàô, óäàëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè. C-áëîêîì [32] íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô äàííîãî
ãðàôà, íå èìåþùèé ðàçäåëÿþùåé êëèêè. Èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì âûäåëåíèÿ âñåõ C-áëîêîâ âõîäíîãî ãðàôà [32]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî çà-
äà÷à ÍÌ äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé
æå çàäà÷å äëÿ åãî C-áëîêîâ [32].
3.3.2 Ñâîéñòâà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ áåç áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ çâåçä
Íàïîìíèì, ÷òî çâåçäîé Si íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïîäðàçáèåíèåì

êàæäîãî ðåáðà ãðàôà K1;i. Äëÿ ëþáîãî i � 3 íå èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè êëàññ
P\Free(fSig)ÍÌ-ïðîñòûì èëè ÍÌ-ñëîæíûì. Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò òîëü-
êî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî i çàäà÷à ÍÌ â êëàññå
ãðàôîâ P \ Free(fSig) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðà-ôîâ èç ýòîãî êëàññà, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàí-
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òîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò i.
Íàøèì ãëàâíûì àëãîðèòìè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì áóäóò ñæàòèÿ, îïèñàííûå

â ðàáîòå [1]. Ñæàòèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà
â ñåáÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ àâòîìîðôèçìîì, ïðè êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå
íåñìåæíûå âåðøèíû ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå è íåñìåæíûå. Òàêèì îáðàçîì,
ñæàòèå ïðåîáðàçóåò ãðàô â åãî ïîðîæäåííûé ïîäãðàô, ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñæà-
òèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ò.å. òàêèå, ïðè êîòîðûõ âñå âåðøèíû, êðîìå
îäíîé èëè äâóõ, îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè.
Ñæàòèå ' ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå �ab�, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

'(a) = b, à îñòàëüíûå âåðøèíû íåïîäâèæíû. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû a è b ÿâëÿþòñÿ
ñìåæíûìè, ïðè÷åì N(b) n fag � N(a) n fbg (ò.å. êîãäà a ñìåæíî ïîãëîùàåò
b).
Ïðåîáðàçîâàíèå �a bc d� ('(a) = c, '(b) = d, îñòàëüíûå íåïîäâèæíû) ÿâëÿåò-

ñÿ ñæàòèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè:
� c 6= d;
� â ãðàôå åñòü ðåáðà (a; c) è (b; d) è íåò ðåáåð (a; b) è (c; d);
� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé c, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ a;
� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé d, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ b.
Ãðàô íàçîâåì íåñæèìàåìûì, åñëè äëÿ íåãî íåò ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêà. Íåñæèìàåìûé ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåãî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ 2-îñíîâîé
ãðàôà. Ãðàô ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî 2-îñíîâ (íàïðèìåð, ó ãðàôà C4 èõ äâå),íî, êàê ïîêàçàíî â [1], âñå îíè èçîìîðôíû. Î÷åâèäíî, 2-îñíîâà ãðàôà ìîæåò
áûòü íàéäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ëåììà 3.10. Ïóñòü G � íåñæèìàåìûé ãðàô èç P \ Free(fSig), a è b �
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åãî âåðøèíû, d(a; b) = 2. Òîãäà jN(a) \N(b)j � 4i+ 1.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âåðøèíó x 2 N(a) \N(b) íàçîâåì
� îñîáîé, åñëè êàæäàÿ ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà, êðîìå a è b, ïðèíàäëåæèò
N(a) \N(b);

� a-÷èñòîé (ñîîòâåòñòâåííî, b-÷èñòîé), åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ñìåæíàÿ
ñ x è íåñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé a (ñîîòâåòñòâåííî, ñ âåðøèíîé b).

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç N(a)\N(b) ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç ýòèõ
òðåõ êàòåãîðèé. Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí êàæäîãî òèïà.
Äîïóñòèì, èìååòñÿ ÷åòûðå îñîáûå âåðøèíû. Òîãäà, ââèäó ïëàíàðíîñòè ãðà-

ôà G, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâå íåñìåæíûå. Ïóñòü ýòî âåðøèíû x è y. Íî òîãäà
îòîáðàæåíèå �a bx y� ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íå áîëüøå òðåõîñîáûõ âåðøèí.
Äîïóñòèì, èìååòñÿ 2i a-÷èñòûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïëîñ-

êóþ óêëàäêó ãðàôà G. Îíà îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ðå-
áåð, èíöèäåíòíûõ êàæäîé âåðøèíå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñìåæíûõ âåðøèí.
Ïóñòü x1; : : : ; x2i � a-÷èñòûå âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå â öèêëè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå, îïðåäåëÿåìîì äàííîé óêëàäêîé, îòíîñèòåëüíî âåðøèíû a. Ïóñòü
yj � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ xj è íåñìåæíàÿ ñ a. Íåêîòî-
ðûå èç âåðøèí ìíîæåñòâà fy1; y2; : : : ; y2ig ìîãóò ñîâïàäàòü, íî âåðøèíû
y1; y3; y5; : : : ; y2i�1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå ñìåæíû ìåæäó ñîáîé. Òîãäà
ìíîæåñòâî fa; x1; x3; x5; : : : ; x2i�1; y1; y3; y5; : : : ; y2i�1g ïîðîæäàåò ïîäãðàô Si.Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íå áîëåå 2i� 1 a-÷èñòûõ è íå áîëåå 2i� 1 b-÷èñòûõ
âåðøèí, à âñåãî íå áîëåå 4i+ 1 âåðøèí â N(a) \N(b). Ëåììà 3.10 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.11. Â íåñæèìàåìîì ãðàôå èç P \ Free(fSig) ñòåïåíü êàæäîé

âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 16i2 � 1.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü a � âåðøèíà ñòåïåíè d â íåñæèìàåìîì ãðà-
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ôå G 2 P \ Free(fSig). Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ïîäãðàô H, îáðàçîâàííûé
ìíîæåñòâàìè âåðøèí A = N(a), B = N2(a) è âñåìè ðåáðàìè ãðàôà G, ñîåäè-íÿþùèìè âåðøèíû èç A ñ âåðøèíàìè èç B. Ïóñòü � � ìîùíîñòü íàèáîëüøåãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ, à � � ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà
H. Ïî òåîðåìå Êåíèãà � = �.
Åñëè âåðøèíà x 2 A íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç B, òî îòîáðàæåíèå�ax� ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà èç A ñìåæíà õîòÿ áû

ñ îäíîé âåðøèíîé èç B è â ãðàôå H èìååòñÿ d ðåáåð, ïîïàðíî íå èìåþùèõ
îáùèõ âåðøèí â ìíîæåñòâå A. Ïî ëåììå 3.10 êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà
B èìååò â ãðàôå H ñòåïåíü íå áîëåå 4i+1. Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü
ýòè d ðåáåð, òðåáóåòñÿ íå ìåíåå d4i+1 âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, � � d4i+1 .Âîçüìåì â ãðàôå H êàêîå-ëèáî ïàðîñî÷åòàíèå ñ � ðåáðàìè è ðàññìîòðèì
ïëàíàðíûé ãðàô H 0, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà H ñòÿãèâàíèåì âñåõ ðåáåð ýòîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ. Åñëè d � (4i + 1)(4i � 1) + 1, òî â ãðàôå H 0 íå ìåíåå 4i
âåðøèí. Èç òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå H 0 èìååòñÿ
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç i âåðøèí. Âåðøèíàì ýòîãî ìíîæåñòâà
â ãðàôå H ñîîòâåòñòâóþò 2i ðåáåð, îáðàçóþùèå âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè èì
âåðøèíàìè ïîðîæäåííûé ïîäãðàô iK2. Íî òîãäà ýòè 2i âåðøèí âìåñòå ñ
âåðøèíîé a ïîðîæäàþò â ãðàôå G çâåçäó Si. Ëåììà 3.11 äîêàçàíà.
Èç ëåììû 3.11 è âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ 2-îñíîâû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-

ìÿ ñëåäóåò îáîçíà÷åííîå â íà÷àëå äàííîãî àáçàöà ñâåäåíèå.
3.3.3 Ìèíîðíî áåçàïåêñíûå ãðàôû áîëüøîé äðåâåñíîé øèðèíû
Ãðàô íàçûâàåòñÿ àïåêñíûì, åñëè óäàëåíèå íåêîòîðîé åãî âåðøèíû ïðè-

âîäèò ê ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó. Íàïðèìåð, ãðàô K5 ÿâëÿåòñÿ àïåêñíûì, ïî-
ñêîëüêó óäàëåíèå ëþáîé åãî âåðøèíû ïðèâîäèò ê ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó K4.Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, åñëè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ãðàôà
G ïðèìåíåíèåì (âîçìîæíî, âïåðåìåøêó) óäàëåíèé âåðøèí è ðåáåð è ñòÿãè-
âàíèé ðåáåð. Åñëè ãðàô H íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, òî G íàçûâàåòñÿ
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H-áåçìèíîðíûì. Ñêàæåì, èç êðèòåðèÿ Âàãíåðà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ïëàíàð-
íûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ êàê K5-áåçìèíîðíûì, òàê è K3;3-áåçìèíîðíûì.Â [35] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3.12. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî àïåêñíîãî ãðàôà H è ëþáûõ

ôèêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k; s; d ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî N = N(H; k; s; d), ÷òî äëÿ ëþáîãî H-áåçìèíîðíîãî ãðàôà G äðåâåñ-
íîé øèðèíû íå ìåíåå ÷åì N è ëþáîãî åãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí
S (jSj � s) ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë C, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè k ïîñëåäîâàòåëüíû-
ìè âåðøèíàìè öèêëà C,

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C (ò.å. íàèìåíüøåå ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò S, à äðóãàÿ
C) íå ìåíåå ÷åì d.

3.3.4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû
Òåîðåìà 3.5 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ðàáîòû.
Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k � 3 çàäà÷à ÍÌ â êëàññå

P \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 P \ Free(fAk; Ak+1; : : :g). Íå óìåíüøàÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì è íå ñîäåðæèò

ðàçäåëÿþùèõ êëèê. Åñëè G 2 Free(fS11g), òî èç ëåììû 3.11 ñëåäóåò, ÷òî
ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 1935. Èçâåñòíî [61], ÷òî
äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ d è k êëàññ ãðàôîâ Deg(d)\Free(fAk; Ak+1; : : :g)ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô S11. Âåðøèíó ñòåïåíè 11 ýòîãî ïîäãðàôà îáîçíà÷èì
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÷åðåç a, âåðøèíû ñòåïåíè 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç b1; b2; : : : ; b11, à âåðøèíû ñòåïåíè
1 îáîçíà÷èì ÷åðåç c1; c2; : : : ; c11. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (b1; c1) 2 E(G); (b2; c2) 2
E(G); : : : ; (b11; c11) 2 E(G).
Ïóñòü N = N(K5; 6k � 14; 23; [k2 ] + 3) � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â ëåììå 3.12.

Ïîêàæåì, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò N . Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âåðøèí çâåçäû S11. Òîãäà èç ëåììû 3.12
ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ
äâà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâà:
� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè 6k � 14 ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C,

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3.
Öåíòðàëüíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5 çàíèìàåò óòâåðæäåíèå 1.
Óòâåðæäåíèå 1. Ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç

âåðøèíó a è íåêîòîðûå âåðøèíû öèêëà C.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ýòîò

ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ ïî âåðøèíàì ïðîñòûõ ïóòè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ íåêîòîðûìè äâóìÿ
âåðøèíàìè öèêëà C. Ïóñòü P1 = (x1; x2; : : : ; xp) è P2 = (y1; y2; : : : ; yq) � äâà
ïðîñòûõ ïóòè, ãäå âåðøèíû x1 è y1 ñìåæíû ñ âåðøèíîé a, à âåðøèíû xp è
yq ñìåæíû c íåêîòîðûìè âåðøèíàìè èç C. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ
äëèíà ïóòåé P1 è P2 ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âåðøèíïóòåé P1 è P2 âåðøèíà a ñìåæíà òîëüêî ñ x1 è y1. Àíàëîãè÷íî, íè îäíà èç âåð-øèí ýòèõ ïóòåé, êðîìå xp è yq, íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí öèêëà C. Äëÿäîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ.
Â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-

âåðêîé.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ èç âåðøèí ãðàôà G ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ 4
âåðøèíàìè öèêëà C. Áîëåå òîãî, åñëè âåðøèíà v ãðàôà G ñìåæíà ðîâíî
ñ 2 âåðøèíàìè öèêëà C, òî ëèáî ýòè âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî,
ëèáî ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ ðîâíî 1 âåðøèíà. Åñëè v ñìåæíà ðîâíî ñ 3
âåðøèíàìè èç C, òî ýòè òðè âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî. Åñëè v
ñìåæíà ðîâíî ñ 4 âåðøèíàìè öèêëà C, òî ýòè âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü
íà 2 ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî âåðøèí öèêëà C, êîòîðûå ñìåæíû ñ
âåðøèíîé xp, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Ýòî æå
âåðíî è äëÿ âåðøèíû yq.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî âåðøèíà xp ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ

âåðøèíàìè öèêëà C. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïóòü P 0, îáðàçîâàííûé
ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ âåðøèíà
xp íå ñìåæíà. Äàííûé ïóòü ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì 6k � 14 âåðøèí. Èç
ìàêñèìàëüíîñòè ïóòè P 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå âåðøèíû
u è v öèêëà C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ âåðøèíîé xp è ñ îäíîé èç
êîíöåâûõ âåðøèí ïóòè P 0. Åñëè âåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ íåñìåæíûìè,
òî äëÿ íåêîòîðîãî s � k ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè ïóòè
P 0 è âåðøèíàìè u; v; xp; xp�1 ïîäãðàô As. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, ïîýòîìóâåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé
÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 3. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî
àíàëîãèè ñ ïåðâîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà öèêëà C, êîòîðàÿ ñìåæíà

òîëüêî ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 3

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû u è v öèêëà
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C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ xp è yq. Ò.ê. ãðàô G ÿâëÿåòñÿ C-áëîêîì, òî
â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg ðàñïîëîæåíàâíóòðè öèêëà C, äðóãàÿ ñíàðóæè ýòîãî öèêëà. Íî òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ïóòè,
ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ äâóìÿ âåðøèíàìè C, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ
ìåíüøå ñóììàðíîé äëèíû P1 è P2. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.
Ëþáîå ðåáðî ãðàôà G, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó ïóòè P1 ñ âåðøèíîé ïóòè

P2, íàçîâåì (P1; P2)-õîðäîé.
Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ãðàô G ñîäåðæèò (P1; P2)-õîðäû, òî (x1; y1) �

åäèíñòâåííàÿ (P1; P2)-õîðäà.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (xi; yj) � (P1; P2)-õîðäà, îòëè÷íàÿ îò (x1; y1),äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà i+j ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ò.ê.

G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî xi ñìåæíà ñ yj�1 è yj ñìåæíàñ xi�1 (ñ÷èòàåì, ÷òî x0 = y0 = a). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî i > 1 è ÷òî j > 1.
Ðàññìîòðèì öèêë C 0, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè xi; xi+1; : : : ; xp; yj; yj+1; : : : ; yqè ÷àñòüþ âåðøèí öèêëà C. Â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà èç âåðøèí
ìíîæåñòâà fxi�1; yj�1g ðàñïîëîæåíà âíóòðè öèêëà C 0, äðóãàÿ ñíàðóæè. Ýòî
íåâîçìîæíî, ò.ê. ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïóòåé P1 è P2 (ñì. óòâåðæäåíèå 4).Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò, ÷òî

åñëè (x1; y1) íå ÿâëÿåòñÿ (P1; P2)-õîðäîé, òî æåëàåìûé öèêë îáðàçóåòñÿ âåð-
øèíîé a, âåðøèíàìè ïóòåé P1 è P2, à òàêæå íå ìåíåå ÷åì 3k � 7 ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (x1; y1) 2 E(G).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C 0 ïðîñòîé öèêë, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè ïóòåé P1; P2 èíåêîòîðûìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C, êîòîðûå îáðàçóþò ïðî-
ñòîé ïóòü P 0 äëèíû íå ìåíåå ÷åì 3k � 6.
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Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 ñó-ùåñòâóåò âåðøèíà z1, íå ñìåæíàÿ íè ñ x1, íè ñ y1. Ïîêàæåì, ÷òî z1 íå ñìåæíàíè ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà C 0. Ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé P1 è P2ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ, òî âåðøèíà z1 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíî-æåñòâà fx3; x4; : : : ; xp; y3; y4; : : : ; yqg. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî z1 íå ñìåæíà òàêæåíè ñ x2, íè c y2 (ââèäó òîãî, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ
ÿáëîê).
Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî â ãðàôå

G[V (G) n fa; x1; y1g] cóùåñòâóåò ïóòü, îäíà èç êîíöåâûõ âåðøèí êîòîðî-
ãî ñîâïàäàåò ñ z1, à äðóãàÿ ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé öèêëà C 0. Ïóñòü
P3 = (z1; z2; : : : ; zr) � êðàò÷àéøèé ñðåäè òàêèõ ïóòåé. Ïîíÿòíî, ÷òî r > 1. Èç
óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà zr íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ 5 âåðøèíàìèïóòè P 0. Ïîýòîìó èç òîãî æå óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå
÷åì k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ïóòè P 0, íå ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé zr.Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí öèêëà C 0, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íå ñìåæíà ñ zr. Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3 ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí öèêëà C 0, êîòîðûå ñìåæíû ñ âåðøèíîé zr, ñîñòîèòâ òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4 ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî (zr; x1) 62 E(G), ëèáî (zr; y1) 62 E(G). Ïî àíàëîãèè ñ
óòâåðæäåíèåì 5 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåáðîì, èíöèäåíòíûì
âåðøèíå a è íåêîòîðîé âåðøèíå ïóòè P3, ìîæåò áûòü òîëüêî ðåáðî (a; z2).Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G èìååò ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è
íåêîòîðûå âåðøèíû öèêëà C. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Âåðíåìñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü C� =

(a; v1; v2; : : : ; vs) � ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è ÷àñòü âåðøèí
öèêëà C. Âåðøèíû öèêëà C�, ïðèíàäëåæàùèå öèêëó C, îáîçíà÷èì ÷åðåç
vi; vi+1; : : : ; vj. Ò.ê. ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3, òî íè
îäíà èç âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà
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fvi�[k2 ]; vi�[k2 ]+1; : : : ; v[k2 ]+jg. ßñíî, ÷òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ìåíåå äå-âÿòè âåðøèí íå ïðèíàäëåæàò öèêëó C�. Ñðåäè ýòèõ äåâÿòè âåðøèí íå ìåíåå
ïÿòè íå ñìåæíû íè ñ v1, íè ñ vs (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèáî ðåáðî (vs; a), ëèáîðåáðî (a; v1) ïðèíàäëåæèò òðåì òðåóãîëüíèêàì, ïîýòîìó ãðàô G ñîäåðæèò
ðàçäåëÿþùóþ êëèêó). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû
b1; b2; : : : ; b5 ïðèíàäëåæàò öèêëó C� è êàæäàÿ èç íèõ íå ñìåæíà íè ñ v1, íè ñ vs.Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî íè îäíà èç
âåðøèí b1; b2; : : : ; b5 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà
fv3; v4; : : : ; vi�[k2 ]�1; v[k2 ]+j+1; v[k2 ]+j+2; : : : ; vs�2g. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íè îäíà èç
ýòèõ ïÿòè âåðøèí íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñìåæíà è ñ v2 è ñ vs�1 èëèîäíîâðåìåííî íåñìåæíà íè ñ v2, íè ñ vs�1. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî âåðøèíà v2,ëèáî âåðøèíà vs�1 ñìåæíà ñ òðåìÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïÿòè âåðøèí. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà v2 ñìåæíà ñ òðåìÿ òàêèìè âåðøèíàìè. Òîãäà â ëþáîéïëîñêîé óêëàäêå ãðàôà G ñðåäè äàííûõ òðåõ âåðøèí ñóùåñòâóþò òàêèå âåð-
øèíû bi è bj, ÷òî âåðøèíà bj ëåæèò âíóòðè öèêëà (a; bi; v2; v1). Ðàññìîòðèì 2
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:
1. (cj; v2) 62 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû bjè cj îáðàçóþò áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.
2. (cj; v2) 2 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû biè cj îáðàçóþò áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ìåíåå ÷åì

N , ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó tw(G) < N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k êëàññ P \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì (ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t êëàññ T W(1; t) ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì [37]). Òåîðåìà 3.5 äîêàçàíà.
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3.4 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ñóáêóáè-
÷åñêèõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ áåç ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà T2;2;i

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôû èç êëàññà Deg(3) èíîãäà íàçûâàþòñÿ ñóáêóáè÷åñêè-
ìè. Êëàññ ïëàíàðíûõ ñóáêóáè÷åñêèõ ãðàôîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P(3). Äàëåå
áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i êëàññ P(3)\Free(fT2;2;ig)ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì.
3.4.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ïëàíåðîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê ãðàôó K2;3 c

äîëÿìè x1; x2; x3 è x4; x5 âåðøèí x6; x7 è ðåáåð (x1; x6); (x3; x7). Â ýòîì
è ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ áóäóò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíû
¾íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî¿ è ¾íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî¿. Äëÿ
ïåðâîãî èç íèõ èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåíèå í. ì., à äëÿ âòîðîãî í. í. ì.
Ëåììà 3.13. Ïóñòü ãðàô G 2 P(3) ñîäåðæèò ïëàíåð è ÿâëÿåòñÿ C-

áëîêîì, òîãäà �(G) = �(G n fx2; x4g) + 1.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíà x2 îáÿçàòåëüíî èìååò ñòå-

ïåíü äâà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà deg(x2) = 3. Ïîñêîëüêó ãðàô G
ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì C-áëîêîì (ñëåäîâàòåëüíî, äâóñâÿçíûì ãðàôîì) ñî ñòå-
ïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì òðè, òî ñóùåñòâóåò ïóòü, ñîåäèíÿþùèé x2c x1 (èëè ñ x3), íå ñîäåðæàùèé íè x4, íè x5 è ñîäåðæàùèé âåðøèíó x6 (èëèâåðøèíó x7, ñîîòâåòñòâåííî). Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ îáà âîçìîæ-
íûõ ñïîñîáà ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèíû x2 â ïëîñêîé óêëàäêå ãðàôà G (âíóòðè
öèêëà (x1; x4; x3; x5) è âíå åãî) è çàìåòèâ, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå fx2g �
ðàçäåëÿþùàÿ êëèêà ãðàôà G. Íî òîãäà èç-çà ïëàíàðíîñòè G è îãðàíè÷åíèé
íà çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí ýòîãî ãðàôà, ìíîæåñòâî fx3g (ñîîòâåòñòâåííî,
fx1g) ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé êëèêîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæå-
íèåì. Çíà÷èò, deg(x2) = 2.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà G, êîòîðîå ëèáî îäíîâðå-
ìåííî ñîäåðæèò âåðøèíû x4 è x5, ëèáî îäíîâðåìåííî ñîäåðæèò âåðøèíû
x1; x2; x3. ßñíî, ÷òî êàæäîå í. í. ì. ãðàôà G ëèáî îäíîâðåìåííî ñîäåðæèò è
x4 è x5, ëèáî íå ñîäåðæèò íè x4, íè x5. Âìåñòå ñ òåì, åñëè x4 è x5 îäíîâðå-ìåííî íå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó í. í. ì. ãðàôà G, òî âåðøèíà x2 è ðîâíî
ïî îäíîé âåðøèíå â êàæäîé èç ïàð (x1; x6) è (x3; x7) ïðèíàäëåæàò ýòîìó í.
í. ì. Íî òîãäà èç äàííîãî í. í. ì. ìîæíî óäàëèòü âåðøèíû êàæäîé èç ïàð
è äîáàâèòü x1 è x3, â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷èòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå í. í. ì. ãðàôà G ñ óêàçàííûìè â íà÷àëå àá-
çàöà ñâîéñòâàìè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà
G n fx2; x4g, ñîäåðæàùåå ëèáî x1 è x3, ëèáî x5.Èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà ñëåäóåò, ÷òî èç íåêîòîðîãî í. í. ì. ãðàôà G ìîæíî
òàê óäàëèòü âåðøèíó (x2 èëè x4), ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ í. ì. ãðàôà
Gnfx2; x4g. Ïîýòîìó �(G) � �(Gnfx2; x4g)+1. C äðóãîé ñòîðîíû, ê ëþáîìó
í. í. ì. ãðàôà G n fx2; x4g ìîæíî òàê äîáàâèòü âåðøèíó (x2 èëè x4), ÷òî âðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó �(G) � �(G n fx2; x4g) + 1. Èç
îáîèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà 3.13 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.14. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíûé ãðàô è H ñîäåðæèò öèêë

(x1; x2; x3; x4; x5) (íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäåííûé), ïðè÷åì (x2; x4) 62 E(H) è
(x3; x5) 62 E(H). Åñëè deg(x2) = deg(x5) = 2 èëè deg(x2) = deg(x5) = 3 è
(x2; x5) 2 E(H), òî �(H) = �(H n fx1g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü IS � í. í. ì. ãðàôà H. Åñëè x1 62 IS, òî

�(H) = �(H n fx1g). Ïóñòü òåïåðü x1 2 IS, òîãäà x2 è x5 íå ïðèíàäëåæàò
IS. Ñðåäè x3 è x4 íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ïðèíàäëåæèò IS. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò âåðøèíà x 2 fx2; x5g, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé èç fx3; x4g, íå ïðèíàä-ëåæàùåé ìíîæåñòâó IS. Òîãäà IS [ fxg n fx1g � í. í. ì. ãðàôà H. Ïîýòîìó
�(H) = �(H n fx1g). Ëåììà 3.14 äîêàçàíà.
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3.4.2 Ïðèñîåäèíåííûå öèêëû è èõ ðàçðóøåíèå
Ïóñòü G � C-áëîê èç êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;2g), ñîäåðæàùèé ÿáëîêî

Ak (k � 10). Ïîðîæäåííûé öèêë (x1; x2; x3; x4; x5) ãðàôà G íàçîâåì ïðèñî-
åäèíåííûì (ê ÿáëîêó Ak), åñëè a0 = x5; a1 = x1; a2 = x2; a3 = x3. ßñíî, ÷òîâåðøèíà x4 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí a6; a7; : : : ; ak�1,ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåðæàë áû ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T2;2;2.Ïîýòîìó ñðåäè âåðøèí èç V (Ak) âåðøèíà x4 ìîæåò áûòü ñìåæíà òîëüêî
ñ ak; a4 è a5. Ïðè ñêðóïóëåçíîì àíàëèçå îêðåñòíîñòåé íåêîòîðûõ âåðøèí
îáíàðóæèâàþòñÿ îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà íàèáîëüøèõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
ãðàôà G. Èìåííî, âñåãäà ìîæíî óêàçàòü âåðøèíó ïðèñîåäèíåííîãî öèêëà
(èñõîäÿ èç ñîñòàâà ýòèõ îêðåñòíîñòåé), íå âõîäÿùóþ â íåêîòîðîå í. í. ì.
ãðàôà G. Óäàëåíèå äàííîé âåðøèíû íå èçìåíÿåò ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè, à
ñàì ìåõàíèçì ðàçðóøåíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÌ â êëàññå P(3) \ Free(fT2;2;2g).Óïîìÿíóòûé àíàëèç îêðåñòíîñòåé ñîñòàâëÿþò äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 3.15�3.17.
Ëåììà 3.15. Ïóñòü deg(x2) = 2. Åñëè deg(x4) = 2 èëè deg(x5) = 2 èëè

âåðøèíà x4 ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè ÿáëîêà Ak, òî �(G) = �(Gnfx1g).
Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ �(G) = �(G n fx4g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà b,

äëÿ êîòîðîé (b; x5) 2 E(G); b 6= x1; b 6= x4 (èíà÷å ïî ëåììå 3.14 âûïîëíåíîðàâåíñòâî �(G) = �(G n fx1g)). Âåðøèíà b äîëæíà áûòü ñìåæíà ëèáî ñ âåð-øèíîé ak, ëèáî ñ âåðøèíîé ak�1 (ò.ê. ïðîòèâíîå ïðèâîäèò ê ïîðîæäåííîìó
âåðøèíàìè a1; a0; b; ak; ak�1; a2; a3 ïîäãðàôó T2;2;2 ãðàôà G).Áóäåì ñïåðâà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x4 ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè ÿáëîêà
Ak èëè ÷òî deg(x4) = 2. Ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíû x4 è a5 îáÿçàòåëüíî ÿâ-
ëÿþòñÿ íåñìåæíûìè (îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ëèáî deg(x4) = 2, ëèáî
(x4; a4) 2 E(G), ëèáî (x4; ak) 2 E(G)). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âåðøèíû b
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è a6 äîëæíû áûòü ñìåæíûìè, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G ñîäåðæèò ïîðîæ-
äåííûé âåðøèíàìè x4; x5; b; x3; x2; a5; a6 ïîäãðàô T2;2;2. Çíà÷èò, âåðøèíà b íåñìåæíà íè ñ âåðøèíîé a7, íè ñ âåðøèíîé a8 (ò.ê. k � 10). Íî òîãäà ãðàô G
ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè a6; a5; a4; b; a0; a7; a8 ïîäãðàô T2;2;2. Ïîëó-÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðà-

ôà G, íå ñîäåðæàùåå âåðøèíû x1. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ïåðâàÿ ÷àñòü
óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Ðàññìîòðèì IS � ïðîèçâîëüíîå í. í. ì. ãðàôà G. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 2 IS (èíà÷å �(G) = �(G n fx1g)). Åñëè x3 62 IS, òî
IS [ fx2g n fx1g � í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè x3 2 IS, òî ìíîæåñòâî âåðøèí
IS [ fx2; x4g n fx1; x3g òîæå ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G (ââèäó òîãî, ÷òî ëèáî
deg(x4) = 2, ëèáî (x4; ak) 2 E(G), ëèáî (x4; a4) 2 E(G)).
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåðøèíà x4 ñìåæíà ñ âåðøèíîé x 62 V (Ak).Âåðøèíû b è x4 íåñìåæíû (ïîýòîìó b 6= x), ò.ê. èíà÷å b = x è ëèáî âåðøèíû

x1; ak; ak�1; x5; x; x2; x3, ëèáî âåðøèíû x3; x2; x1; x4; x; a4; a5 ïîðîæäàþò â G
ïîäãðàô T2;2;2. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà G, íå ñîäåðæàùåå
âåðøèíû x4. Îòñþäà ñëåäóåò âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Ïóñòü IS 0
� íåêîòîðîå í. í. ì., ñîäåðæàùåå x4 (åñëè òàêîãî ìíîæåñòâà íå íàéäåòñÿ,
òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Åñëè íè îäíà èç âåðøèí b è x1 íå ïðèíàäëåæèò
IS 0, òî IS 0 [ fx5g n fx4g � í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè ðîâíî îäíà âåðøèíà y 2
fx1; bg ïðèíàäëåæèò IS 0, òî ìíîæåñòâî IS 0 [ fx5; x2g n fx4; yg òîæå ÿâëÿåòñÿí. í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî è b è x1 ïðèíàäëåæàò IS 0.
Íàêîíåö, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a4 2 IS 0 (è ïîýòîìó (b; a4) 62 E(G)), èíà÷å
IS 0 [ fx3g n fx4g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G.Íàïîìíèì, ÷òî âåðøèíà b äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí
ak�1; ak. ×åðåç ai îáîçíà÷èì âåðøèíó èç fak�1; akg, ñìåæíóþ ñ b è èìåþ-
ùóþ ìèíèìàëüíûé èíäåêñ (ñðåäè ýòèõ âåðøèí ñðàçó îáå ìîãóò áûòü ñìåæ-
íû ñ b). Âåðøèíà x îáÿçàòåëüíî ñìåæíà ñ õîòÿ áû îäíîé èç âåðøèí a4è a5 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí
fx3; x2; x1; x4; x; a4; a5g ïîäãðàô T2;2;2). Ïîêàæåì, ÷òî âåðøèíû b è x íå ÿâ-
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ëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà âåðøèíà b ñìåæíà ðîâíî
ñ îäíîé âåðøèíîé èç fak�1; akg. ßñíî, ÷òî âåðøèíà x äîëæíà áûòü ñìåæ-
íà ëèáî ñ ai�1, ëèáî c ai�2 (èíà÷å G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè
ai; ai�1; ai�2; b; x; ai+1; ai+2 ïîäãðàô T2;2;2, ãäå èíäåêñû âåðøèí ïîíèìàþòñÿ ïî
ìîäóëþ k). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. x äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ x4, c b, c
a4 èëè a5, ñ ai�1 èëè ai�2. Íà ñàìîì äåëå âåðøèíà x íåñìåæíà ñ âåðøèíîé a5(ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáÿçàòåëüíî ñìåæíà ñ a4), ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè x4; x5; b; x3; x2; x; a5 ïîäãðàô
T2;2;2.Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåðøèíà x ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé y, îòëè÷íîé
îò x4 è íå ïðèíàäëåæàùåé ÿáëîêó Ak, òî âåðøèíû b è y îáÿçàòåëüíî äîëæíû
áûòü ñìåæíûìè, èíà÷å âåðøèíû x4; x5; b; x; y; x3; x2 ïîðîæäàþò ïîäãðàô
T2;2;2. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî IS 0 [ fx3; xg n fa4; x4g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G.
Ëåììà 3.15 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.16. Ïóñòü deg(x5) = 2 è ñóùåñòâóåò âåðøèíà c 62 V (Ak),

ñìåæíàÿ ñ x2. Åñëè ìíîæåñòâî fx1; x4; a4; cg íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, òî
�(G) = �(Gnfx4g). Åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, òî �(G) = �(Gnfx3g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ìíîæåñòâî fx1; x4; a4; cg íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâè-ñèìûì. Äîêàæåì, ÷òî �(G) = �(Gnfx4g). Ïóñòü IS � íåêîòîðîå í. í. ì. ãðàôà

G, ñîäåðæàùåå âåðøèíó x4 (åñëè òàêîãî í. í. ì. íå íàéäåòñÿ, òî, î÷åâèäíî,
�(G) = �(Gnfx4g)). Åñëè fx1; x4; a4; cg íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, òî õîòÿ áûîäíà èç âåðøèí x1; c; a4 íå ïðèíàäëåæèò IS. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî
èç ìíîæåñòâ IS[fx5gnfx4g; IS[fx2; x5gnfx1; x4g; IS[fx3; x5gnfx1; x4g ÿâ-ëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî fx1; x4; a4; cgÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü âåðøèíà a0 62 V (Ak), ñìåæíàÿ ñ a4. Ïîêàæåì,÷òî âåðøèíà a0 äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ c. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî-

ãäà âåðøèíà a0 îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ñìåæíà ñ x4, ò.ê. èíà÷å âåð-
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øèíû a3; a2; c; x4; x5; a4; a0 ïîðîæäàþò ïîäãðàô T2;2;2. ßñíî, ÷òî c äîëæ-
íà áûòü ñìåæíà èëè ñ ak, èëè ñ ak�1, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíû
x1; x5; x4; x2; c; ak; ak�1 ïîðîæäàþò ïîäãðàô T2;2;2. Ïðè ýòîì, âåðøèíà c íå
ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé ak�1 (è ïîýòîìó îíà ñìåæíà ñ ak), ò.ê.èíà÷å âåðøèíû a2; c; ak�1; a1; a0; a3; a4 ïîðîæäàþò T2;2;2. Âåðøèíà c äîëæ-
íà áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé a5, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíû
x3; x4; x5; x2; c; a4; a5 ïîðîæäàþò ïîäãðàô, èçîìîðôíûé T2;2;2. Íî òîãäà âåð-
øèíû ak; c; a5; ak�1; ak�2; a1; a0 ïîðîæäàþò ïîäãðàô, èçîìîðôíûé T2;2;2. Ïî-ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Âîçìîæíû äâà âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àÿ � ëèáî âåðøèíû x4 è a5ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, ëèáî îíè òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî

êàæäûé èç äàííûõ ñëó÷àåâ.
1. Âåðøèíû x4 è a5 íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Âåðøèíà c äîëæíà áûòü

ñìåæíà c âåðøèíîé a5, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæ-
äåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí fx3; x2; c; x4; x5; a4; a5g ïîäãðàô T2;2;2. Âåðøèíà cíå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ ak, ò.ê. èíà÷å G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíà-
ìè ak; a1; a0; c; a5; ak�1; ak�2 ïîäãðàô T2;2;2. Âåðøèíà x4 äîëæíà áûòü ñìåæíàñ âåðøèíîé ak, ò.ê. èíà÷å âåðøèíû x2; c; a5; x3; x4; a1; ak ïîðîæäàþò ïîäãðàô
T2;2;2.Äîêàæåì, ÷òî �(G) = �(G n fx3g). Ïóñòü IS 0 � íåêîòîðîå í. í. ì., ñî-
äåðæàùåå âåðøèíó x3 (åñëè òàêîãî ìíîæåñòâà íå íàéäåòñÿ, òî ðàâåíñòâî
�(G) = �(G n fx3g) î÷åâèäíî). Åñëè íè îäíà èç âåðøèí x1; c íå ïðèíàäëåæèò
IS 0, òî IS 0 [ fx2g n fx3g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè x1 2 IS 0, à c 62 IS 0,
òî IS 0[fx2; x5g n fx1; x3g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè x1 62 IS 0, à c 2 IS 0,
òî IS 0 [ fx2; a4g n fc; x3g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Íàêîíåö, åñëè c 2 IS 0 è
x1 2 IS 0, òî ìíîæåñòâî IS 0 [ fx2; x5; a4g n fx1; x3; cg ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà
G. Ðàâåíñòâî �(G) = �(G n fx3g) äîêàçàíî.
2. Âåðøèíû x4 è a5 ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Äîêàæåì, ÷òî �(G) = �(Gnfx3g).
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ßñíî, ÷òî âåðøèíà c äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí
ak�1 è ak, èíà÷å âåðøèíû a1; ak; ak�1; x5; x4; a2; c ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô,
èçîìîðôíûé T2;2;2. Âìåñòå ñ òåì, îíà íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ ak�1 (çíà-
÷èò, ñìåæíà ñ ak), ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñòü ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè
a2; c; ak�1; a1; a0; a3; a4 ïîäãðàô T2;2;2.Ïóñòü IS 00 � í. í. ì., ñîäåðæàùåå âåðøèíó x3. Åñëè c 62 IS 00, òî ëèáî
IS 00 [ fx2g n fx3g, ëèáî IS 00 [ fx2; x5g n fx1; x3g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c 2 IS 00, à ñëåäîâàòåëüíî, è ak 62 IS 00. Åñëè
a5 62 IS 00, òî IS 00 [ fa4g n fx3g � í. í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî c 2 IS 00; x3 2 IS 00; a5 2 IS 00. Åñëè x5 62 IS 00, òî IS 00 [ fa4; x4g n fx3; a5g �í. í. ì. ãðàôà G, à åñëè âñå æå x5 2 IS 00, òî IS 00 [ fa4; x1; x4g n fx3; x5; a5g �í. í. ì. ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî ãðàôà G, íå ñîäåðæàùåå x3 (çíà÷èò, �(G) = �(G n fx3g)). Ëåììà3.16 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.17. Ïóñòü âåðøèíà x5 ñìåæíà ñ âåðøèíîé b 62 V (Ak) [ fx4g,

à âåðøèíà x2 ñìåæíà ñ âåðøèíîé c 62 V (Ak). Åñëè b = c è x4 ñìåæíà ñ
a4 èëè x4 ñìåæíà ñ x 62 V (Ak), à x ñìåæíà ñ a5 è íåñìåæíà ñ a4, òî
�(G) = �(G n fx3g). Åñëè b 6= c è b ñìåæíà ñ ak, òî �(G) = �(G n fx4g). Âî
âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ �(G) = �(G n fx5g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ � êîãäà

âåðøèíû b è c íå ñîâïàäàþò è êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ñîâïàäàþùèìè.
1. Ïóñòü b 6= c. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.15 ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

deg(x5) > 2 âåðøèíû x4 è a5 äîëæíû áûòü íåñìåæíûìè (è ñòåïåíü âåðøèíû
x2 íà ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ôàêòà íå âëèÿåò). Âåðøèíà b äîëæíà áûòü ñìåæíàõîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí ak�1; ak. Ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíà x4 íå ìîæåò áûòüñìåæíà ñ âåðøèíîé ak, èíà÷å ïëàíàðíîñòü ãðàôà G ïðåïÿòñòâîâàëà áû ñìåæ-
íîñòè b ñ âåðøèíîé ak�1. Ââèäó ïëàíàðíîñòè ãðàôà G, ëèáî âåðøèíû x4 è c
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íåñìåæíû, ëèáî (x4; c) 2 E(G) è (ak�1; c) 62 E(G); (ak; c) 62 E(G). Äîêàæåì,
÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðøèíû x4 è c äîëæíû áûòü ñìåæíûìè. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå. Âåðøèíà c äîëæíà áûòü ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
èç fak�1; akg (èíà÷å åñòü ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè x1; x2; c; x5; x4; ak; ak�1 ïîä-ãðàô T2;2;2 ãðàôà G). Ïîêàæåì, ÷òî (ak�1; c) 62 E(G) (ñëåäîâàòåëüíî, (ak; c) 2
E(G) è (ak�1; b) 2 E(G)). Ïóñòü (ak�1; c) 2 E(G), ñëåäîâàòåëüíî, (ak; b) 2
E(G). Åñëè (c; a4) 62 E(G), òî âåðøèíû x2; x1; x5; c; ak�1; a3; a4 ïîðîæäàþò â
G ïîäãðàô T2;2;2, à åñëè (c; a4) 2 E(G), òî âåðøèíû c; x2; x1; ak�1; ak�2; a4; a5ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;2. Íè îäíà èç âåðøèí b; c íå ìîæåò áûòü ñìåæíàíè ñ ak�2, íè ñ ak�3. Åñëè âåðøèíà b ñìåæíà ñ âåðøèíîé a 2 fak�3; ak�2g,òî â G åñòü ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè x5; b; a; a1; ak; x4; x3 ïîäãðàô T2;2;2. Åñ-ëè æå âåðøèíà c ñìåæíà ñ âåðøèíîé a 2 fak�3; ak�2g, òî â G åñòü ïî-
ðîæäåííûé âåðøèíàìè x2; c; a; x1; x5; a3; a4 ïîäãðàô T2;2;2. Íî òîãäà âåðøèíû
ak�1; ak�2; ak�3; b; x5; ak; c ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;2. Èòàê, âåðøèíû x4 è
c îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Òîãäà deg(c) = 2, èíà÷å (ââèäó ïëàíàð-
íîñòè G) ìíîæåñòâî fcg áûëî áû ðàçäåëÿþùåé êëèêîé.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âåðøèíà b ñìåæíà ñ ak, òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà

G, íå ñîäåðæàùåå x4. Ïóñòü IS � í. í. ì. ãðàôà G. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x4 2 IS. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí x2 è b íå ïðèíàäëåæèò IS, òî ëèáî
IS[fcgnfx4g, ëèáî IS[fx5gnfx4g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè âåðøèíû
x2; x4; b ïðèíàäëåæàò IS, òî IS [ fx1; cg n fx2; x4g ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà Gè ýòî ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò x4.Äîêàæåì, ÷òî åñëè âåðøèíà b ñìåæíà ñ âåðøèíîé ak�1, òî ñóùåñòâóåò
í. í. ì. áåç âåðøèíû x5. Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà x, ñìåæíàÿ ñ ak (ñîîò-
âåòñòâåííî, ñ b) è íå ïðèíàäëåæàùàÿ V (Ak), òî îíà äîëæíà áûòü ñîñåäíåéñ âåðøèíîé b (ñîîòâåòñòâåííî, ñ ak). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x; ak) 2 E(G)
è (x; b) 62 E(G), òî â G åñòü ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè a1; a0; b; ak; x; a2; a3ïîäãðàô T2;2;2. Åñëè æå (x; b) 2 E(G) è (x; ak) 62 E(G), òî â G åñòü ïîðîæ-
äåííûé âåðøèíàìè a0; b; x; a1; ak; x4; x3 ïîäãðàô T2;2;2. Ïóñòü IS 0 � í. í. ì.,
ñîäåðæàùåå âåðøèíó x5. Åñëè ak 2 IS 0, òî IS 0[fbgnfx5g � í. í. ì. ãðàôà G.
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Åñëè x2 2 IS 0 è ak 62 IS 0, òî IS 0 [ fx4g n fx5g � í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè æå íè
ak, íè x2 íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó IS 0, òî IS 0[fx1gnfx5g � í. í. ì. ãðàôàG.
2. Ïóñòü òåïåðü b = c. Âåðøèíà x4 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé

ak, ò.ê. ïðîòèâíîå ïðèâîäèò ê ïîäãðàôó T2;2;2, ïîðîæäåííîìó âåðøèíàìè
x4; ak; ak�1; x5; b; a3; a4. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âåðøèíà x4 ñìåæíà ñ âåðøèíîé
a4, òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà G, íå ñîäåðæàùåå x3. ßñíî, ÷òî deg(b) = 2,
ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî fbg ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé êëèêîé. Ïóñòü
IS 00 � í. í. ì. ãðàôà G, ñîäåðæàùåå x3. Åñëè x5 62 IS 00, òî IS 00 [ fx4g n fx3g� í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè æå x5 2 IS 00, òî IS 00 [ fx2g n fx3g � í. í. ì. ãðàôà
G. Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ åñòü í. í. ì., íå ñîäåðæàùåå âåðøèíû x3. Äîêàæåìòàêæå, ÷òî åñëè x4 ñìåæíà ñ âåðøèíîé x 62 V (Ak), à x ñìåæíà ñ a5 è íåñìåæ-íà ñ a4, òî åñòü í. í. ì., íå ñîäåðæàùåå x3. Ïóñòü IS 00 � íåêîòîðîå í. í. ì.
ãðàôà G, ñîäåðæàùåå âåðøèíó x3. Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà y, ñìåæíàÿ ñ a4è íå ïðèíàäëåæàùàÿ V (Ak), òî îíà äîëæíà áûòü ñìåæíà è ñ x, èíà÷å âåðøè-íû x3; x4; x; a4; y; a2; a1 ïîðîæäàþò ïîäãðàô T2;2;2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
x 2 IS 00, òî IS 00 [ fa4g n fx3g � í. í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî x 62 IS 00. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî x5 2 IS 00, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
IS 00 [ fx4g n fx3g � í. í. ì. ãðàôà G. Íî òîãäà IS 00 [ fx2g n fx3g � í. í. ì.
ãðàôà G. Çíà÷èò è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå åñòü í. í. ì., íå ñîäåðæàùåå x3.Ïîêàæåì, ÷òî âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åñòü í. í. ì. ãðàôà G, íå ñî-
äåðæàùåå âåðøèíû x5. Ïóñòü IS 000 � í. í. ì., ñîäåðæàùåå x5. Åñëè (x4; x) 2
E(G); x 62 V (Ak)[fbg, òî x ñìåæíà ëèáî ñ a4, ëèáî ñ a5, ïîñêîëüêó èíà÷å G ñî-
äåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè a3; a2; a1; x4; x; a4; a5 ãðàô T2;2;2. Âîçìîæíûòîëüêî ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.
à). Âåðøèíà b ñìåæíà ñ x4. Åñëè x3 2 IS 000, òî IS 000 [ fbg n fx5g � í. í. ì.

ãðàôà G. Åñëè æå x3 62 IS 000, òî IS 000 [ fx4g n fx5g � í. í. ì. ãðàôà G.
á). Ñòåïåíü âåðøèíû x4 ðàâíà äâóì èëè âåðøèíà x4 ñìåæíà ñ a5. Åñëè íèîäíà èç âåðøèí îêðåñòíîñòè x4 (êðîìå x5) íå ïðèíàäëåæèò IS 000, òî IS 000 [

fx4g n fx5g � í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè x3 2 IS 000, òî IS 000 [ fbg n fx5g � í. í. ì.
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ãðàôà G. Åñëè æå (x4; a5) 2 E(G) è x3 62 IS 000; a5 2 IS 000, òî x2 2 IS 000 (ââèäó
ìàêñèìàëüíîñòè IS 000) è ïîýòîìó IS 000 [ fx3; bg n fx2; x5g � í. í. ì. ãðàôà G.
â). Âåðøèíà x4 ñìåæíà ñ âåðøèíîé x 62 V (Ak), êîòîðàÿ ñìåæíà ñ a4.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x3 62 IS 000 è ÷òî x 2 IS 000; x2 2 IS 000 (èíà÷å îäíî èç

ìíîæåñòâ IS 000 [ fbg n fx5g; IS 000 [ fx4g n fx5g áóäåò í. í. ì. ãðàôà G èëè
IS 000 íå áóäåò ìàêñèìàëüíûì). Íî òîãäà ìíîæåñòâî IS 000 [ fx3; bg n fx2; x5gÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Ëåììà 3.17 äîêàçàíà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X ÿâëÿåòñÿ êëàññîì

áåç ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åãî ãðàôà è êàæäîãî
ÿáëîêà Ak (k � 10) ýòîãî ãðàôà íåò íè îäíîãî ïðèñîåäèíåííîãî ê íåìó öèêëà.
Òåîðåìà 3.6. Çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;2g)

ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ íàñëåäñòâåííîé åãî ÷àñòè
áåç ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç P(3)\Free(fT2;2;2g) ïî-ëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê åãî C-áëîêàì. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô áåç ðàçäåëÿ-
þùèõ êëèê èç êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;2g) è x � íåêîòîðàÿ åãî âåðøèíà. Çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ÷èñëà âåðøèí ãðàôà G ìîæíî ïðîâåðèòü, ñîäåð-
æèò ëè ãðàô G ÿáëîêî Ak â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà, äëÿ êîòîðîãî
k � 10, âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü 3 â ýòîì ÿáëîêå è ê Ak èìååòñÿ ïðèñî-
åäèíåííûé öèêë C. Äëÿ ýòîãî ïðÿìûì ïåðåáîðîì ìîæíî íàéòè âñå öèêëû
äëèíû 5 â ãðàôå G (èõ êîëè÷åñòâî ëèíåéíî îò ÷èñëà âåðøèí) è âûáðàòü
ñðåäè íèõ òå, êîòîðûå ñîäåðæàò x. Ïóñòü C 0 = (x; y1; y2; y3; y4) � îäèí èç
òàêèõ öèêëîâ. Óäàëèì èç G âåðøèíû y1; y3; y4 è èõ îêðåñòíîñòè (ñîîòâåò-
ñòâåííî, âåðøèíû y1; y2; y4 è èõ îêðåñòíîñòè) è ïîëó÷èì ãðàô G1 (ñîîòâåò-ñòâåííî, G2). ßñíî, ÷òî â ãðàôå G öèêë C 0 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðèñîåäèíåííûì
ê íåêîòîðîìó ÿáëîêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G1 èìååòñÿ ïî-
ðîæäåííûé ïóòü äëèíû íå ìåíåå ÷åì 8, ñîåäèíÿþùèé x è y2, èëè â ãðàôå

106



G2 èìååòñÿ ïîðîæäåííûé ïóòü òàêîé äëèíû, ñîåäèíÿþùèé x è y3. Ïðîâåð-êà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïóòè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì ãðàô G1. Ïóñòü v 2 V (G1), îáîçíà÷èì ÷åðåç
Nk(v) ìíîæåñòâî âåðøèí G1, îòñòîÿùèõ îò v íà ðàññòîÿíèè k � 0. ßñíî, ÷òî
jN0(v)j = 1 è ÷òî äëÿ ëþáîãî k � 1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà jNk(v)j � 3 � 2k�1
è j kS

i=0Ni(v)j � 1 + 3 + 3 � 2 + 3 � 22 + : : : + 3 � 2k�1 = 3 � 2k � 2. Ðàññìîòðèì
ïîäãðàô G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí 4S

k=0(Nk(x) [ Nk(y2)). Äàííûé
ãðàô ñîäåðæèò íå áîëåå 2 � (3 � 24 � 2) = 92 âåðøèí. Ïîýòîìó çà âðåìÿ O(1)
ìîæíî â ýòîì ãðàôå ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå ïîðîæäåííîãî ïóòè èç x â y2äëèíû íå ìåíåå ÷åì 8. Ïóñòü äàííûé ãðàô íå ñîäåðæèò òàêîãî ïóòè. Òîãäà â
G1 ïîðîæäåííûé ïóòü ìåæäó x è y2 äëèíû 8 è áîëåå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîðîæäåííûå ïóòè P1 èç x â z1 2 N3(x), P2èç y2 â z2 2 N3(y2), ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèí ïóòåé P1 n fz1g è P2 n fz2g èèõ îêðåñòíîñòåé z1 è z2 îêàçûâàþòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå N3(x) è N3(y2) ñîäåðæèò íå áîëåå 222 ýëåìåíòîâ è ïîýòîìóïîèñê òàêèõ P1 è P2 âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îòñþäà è áîëååðàííèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèñîåäèíåííîãî
öèêëà C (è îïðåäåëåíèå â ñëó÷àå åãî íàëè÷èÿ) âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.
Èç ëåìì 3.15�3.17 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y 2 V (C), ÷òî y

íå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó í. í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó �(G) = �(G n fyg).
Âìåñòå ñ òåì, ïîèñê âåðøèíû y (èñõîäÿ èç ôîðìóëèðîâîê ëåìì 3.15�3.17)
âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Âûïîëíèâ (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) ðàçðóøåíèå ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ

è ñâåäåíèå ê ñâÿçíûì ãðàôàì áåç ðàçäåëÿþùèõ êëèê íàäëåæàùåå êîëè÷åñòâî
ðàç, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ fG1; G2; : : : ; Gsg (áåç ðàç-äåëÿþùèõ êëèê) ãðàôà G, äëÿ ëþáîãî ÿáëîêà Ak (k � 10) êàæäîãî èç êî-
òîðûõ íåò íè îäíîãî ïðèñîåäèíåííîãî ê ýòîìó ÿáëîêó öèêëà. Êàæäûé òàêîé
ãðàô ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí. Êàæäàÿ âåðøèíà G ïðèíàäëåæèò íå
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áîëåå ÷åì òðåì ãðàôàì èç fG1; G2; : : : ; Gsg. Ïîýòîìó 2s � 3jV (G)j. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî îáîçíà÷åííîå ðàíåå ñâåäåíèå. Òåîðåìà 3.6 äîêàçàíà.
3.4.3 Ãàðìîíè è èõ ðàçðóøåíèå
Ïîêðûøêîé íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç äâóõ ïðî-

ñòûõ öèêëîâ (x1; x2; : : : ; xk) è (y1; y2; : : : ; yk) äîáàâëåíèåì ðåáåð
(x1; y1); (x2; y2); : : : ; (xk; yk). Ïðîêîëîòîé ïîêðûøêîé íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó-
÷àåìûé óäàëåíèåì ðåáðà (xk�1; xk) èç ïîêðûøêè.Íàïîìíèì, ÷òî ïî ëåììàì 3.13 è 3.14 çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç
P(3) \ Free(fT2;2;2g) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ãðàôàì èç ýòîãî êëàññà,
íå ñîäåðæàùèì ïîðîæäåííûõ ïëàíåðà è ïîäãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äîïîëíè-
òåëüíûì ê ïðîñòîìó ïóòè ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè. Âìåñòå ñ òåì, ïî òåîðåìå 3.6
ýòà çàäà÷à äëÿ ãðàôîâ èç P(3) \ Free(fT2;2;2g) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê
C-áëîêàì, äëÿ êîòîðûõ êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî
íå èìååò ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ïî-
êðûøêè ñ 2n âåðøèíàìè ðàâíî n (åñëè n ÷åòíîå) èëè ðàâíî n � 1 (åñëè n
íå÷åòíîå) è ÷òî ïðîâåðêà òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô ïîêðûøêîé, âûïîëíÿåòñÿ
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ïðî-
êîëîòîé ïîêðûøêè ñ 2n âåðøèíàìè ðàâíî n è ÷òî ïðîâåðêà òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ëè çàäàííûé ãðàô ïðîêîëîòîé ïîêðûøêîé, âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç P(3) \ Free(fT2;2;2g)ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøèì ãðàôàì, ò.å. ãðàôàì èç ýòîãî êëàññà,
îòëè÷íûì îò ïîêðûøêè è îò ïðîêîëîòîé ïîêðûøêè, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ
C-áëîêàìè, íå ñîäåðæàò ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ óêàçàííîãî â íà÷àëå ýòîãî
àáçàöà âèäà è äëÿ êîòîðûõ êàæäîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî Ak (k � 10) íå èìååò
ïðèñîåäèíåííûõ öèêëîâ.
Ëåììà 3.18. Ïóñòü G � ïðîñòåéøèé ãðàô, ñîäåðæàùèé ÿáëîêî Ak

(k � 10). Òîãäà îêðåñòíîñòü âåðøèíû a0 áåç âåðøèíû a1 íåïóñòà è êàæäàÿ
âåðøèíà äàííîé óñå÷åííîé îêðåñòíîñòè ñðåäè âåðøèí ÿáëîêà Ak îáÿçàòåëü-
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íî cìåæíà ëèáî ñ a2, ëèáî c ak, íî íå ñðàçó ñ îáåèìè ýòèìè âåðøèíàìè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.Ïîñêîëüêó G � ïðîñòåéøèé ãðàô, òî îí ÿâëÿåòñÿ

C-áëîêîì è íå ñîäåðæèò ïðèñîåäèíåííûõ ê Ak öèêëîâ. Çíà÷èò, åñòü õîòÿ
áû îäíà ñìåæíàÿ ñ a0 âåðøèíà x 6= a1. Âåðøèíà x íå ìîæåò áûòü ñìåæíà
ñ âåðøèíàìè a3 è ak�1, èíà÷å ëèáî ê ÿáëîêó Ak èìååòñÿ ïðèñîåäèíåííûé
öèêë, ëèáî âåðøèíû x; a1; a0; ak�1; ak�2; a3; a4 ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;2.Åñëè x íåñìåæíà íè ñ a2, íè ñ ak, òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè
a1; a0; x; a2; a3; ak; ak�1 ïîäãðàô T2;2;2. Ïîýòîìó âåðøèíà x äîëæíà áûòü ñìåæ-íà c a2 èëè ñ ak, íî íå ñ îáåèìè ñðàçó, èíà÷å ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé
âåðøèíàìè ak�1; ak; a1; a0; x; a2; a3 ïëàíåð. Ëåììà 3.18 äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì â ïðîñòåéøåì ãðàôå G öèêë Ck ÿáëîêà Ak, k � 10. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà fx1; : : : ; xpg (p � 2) èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí
ýòîãî öèêëà, ñîäåðæàùèå a1 è îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
� Êàæäàÿ âåðøèíà xi ñìåæíà ñ âåðøèíîé yi 62 V (Ck), ãäå âñå âåðøèíû yiÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè
� Äëÿ ëþáîãî i 2 2; p� 1 ìíîæåñòâî âåðøèí V (Ck) [ fyig â ãðàôå G ïî-
ðîæäàåò ÿáëîêî.

� Ãðàô G ñîäåðæèò ðåáðà (y1; y2); (y2; y3); : : : ; (yp�1; yp)
Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè íåïóñòà, ò.ê. îíà îáÿçàòåëüíî

ñîäåðæèò ëèáî fak; a1g, ëèáî fa1; a2g. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 3.18. Â êà÷å-
ñòâå fx1; : : : ; xpg áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî èç ðàññìàòðèâàåìîé ñîâî-
êóïíîñòè ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâà fx1; : : : ; xpg è
fa1; a2; a3; : : : ; akg íå ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ãðàô G îòëè÷åí îò ïîêðûøêè è
îò ïðîêîëîòîé ïîêðûøêè. Èç ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà fx1; : : : ; xpg, ëåììû6 è çàïðåùåíèÿ â G ãðàôà T2;2;2, ïëàíåðà è äîïîëíåíèÿ ê ïóòè ñ 5 âåðøèíà-ìè â êà÷åñòâå ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 f1; pg
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ëèáî deg(yi) = 2, ëèáî yi ñìåæíà ñ âåðøèíîé èç V (Ak), îòñòîÿùåé îò xi íàðàññòîÿíèè 2. Ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí fx1; x2; : : : ; xp; y1; y2; : : : ; ypgïîäãðàô ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü ãàðìîíüþ.
Âåðøèíà xp ñìåæíà ñ âåðøèíîé xp+1 2 V (Ck), xp+1 6= xp�1, xp+1 ñìåæíàñ âåðøèíîé xp+2 2 V (Ck), xp+2 6= xp, : : :, âåðøèíà xk�1 ñìåæíà ñ âåðøèíîé

xk 2 V (Ck), xk 6= xk�2, xk ñìåæíà ñ âåðøèíîé x1.Ãàðìîíü áóäåì íàçûâàòü ãàðìîíüþ ïåðâîãî òèïà, åñëè deg(y1) = deg(yp) =
2. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãàðìîíü áóäåì íàçûâàòü ãàðìîíüþ âòîðîãî
òèïà. Â ãàðìîíè âòîðîãî òèïà âåðøèíà y1 ñìåæíà ñ xk�1 èëè âåðøèíà ypñìåæíà ñ xp+2.Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÍÌ äëÿ ïðîñòåéøèõ ãðàôîâ ñâîäèòñÿ ê òîé æå
çàäà÷å äëÿ ïðîñòåéøèõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ ãàðìîíè òîëüêî ïåðâîãî òèïà.
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí fx1; x2; : : : ; xp; y1; y2; : : : ; ypgïîðîæäàåò â ãðàôå G ãàðìîíü âòîðîãî òèïà. Áóäåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà y1 ñìåæíà ñ âåðøèíîé xk�1 (âîçìîæíî, ÷òî è yp ñìåæíàñ xp+2). ßñíî, ÷òî åñëè âåðøèíà xk ñìåæíà ñ âåðøèíîé y 62 fx1; x2; : : : ; xkg,òî ëèáî (y; xk�2) 2 E(G), ëèáî (y; xk�3) 2 E(G) (èíà÷å G ñîäåðæèò ïîðîæ-
äåííûé âåðøèíàìè xk�1; y1; y2; xk; y; xk�2; xk�3 ïîäãðàô T2;2;2). Ïî ãðàôó G
ïîñòðîèì ãðàô G0 â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. Åñëè deg(xk) = 2 èëè xk ñìåæíà ñ âåðøèíîé y 62 fx1; x2; : : : ; xkg è
(y; xk�3) 2 E(G), òî G0 ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì ðåáðà (xk�1; y1),

2. Åñëè xk ñìåæíà ñ âåðøèíîé y 62 fx1; x2; : : : ; xkg è (y; xk�2) 2 E(G),
(y; xk�3) 62 E(G), òî G0 ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âåðøèí xk�1; xk; x1; y1è äîáàâëåíèåì ðåáåð (xk�2; y2) è (y; x2).

Ëåììà 3.19. Åñëè G0 ïîëó÷åí èç G ïî ïåðâîìó ïðàâèëó, òî ýòè ãðàôû
èìåþò îäèíàêîâûå ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè, ïðè÷åì G0 2 P(3)\Free(fT2;2;2g).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òîG0 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì ïîäãðàôîì ãðà-
ôà G. Ïîýòîìó �(G) � �(G0). Ïîêàæåì âûïîëíåíèå è îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà.
Ïóñòü IS � í. í. ì. ãðàôà G0. Åñëè âåðøèíû y1 è xk�1 îäíîâðåìåííî íå ïðè-íàäëåæàò IS, òî IS � í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè è y1 2 IS è xk�1 2 IS, òî
ðàññìîòðèì ñòåïåíü âåðøèíû xk. Åñëè deg(xk) = 2, òî IS [ fxkg n fxk�1g �í. í. ì. ãðàôà G. Åñëè deg(xk) = 3 (ò.å. (y; xk) 2 E(G)) è ñóùåñòâóåò âåð-
øèíà z, ñìåæíàÿ ñ xk�2 è îòëè÷íàÿ îò xk�1 è xk�3, òî ëèáî z = y, ëèáî z
ñìåæíà ñ y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíû xk�1; xk�2; z; xk; y; y1; y2 ïîðîæäà-þò â ãðàôå G ïîäãðàô T2;2;2. Íî òîãäà IS [ fxkg n fxk�1g (åñëè y 62 IS) èëè
IS [ fxk; xk�2g n fxk�1; yg (åñëè y 2 IS) ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Èòàê, â
îáîèõ ñëó÷àÿõ åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G c ÷èñëîì âåðøèí �(G0).
Ïîýòîìó �(G) � �(G0). Çíà÷èò, ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ãðàôîâ G0 è G ðàâíû.
Ïîêàæåì, ÷òî G0 2 P(3)\Free(fT2;2;2g). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,÷òî G0 íå èìååò ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà T2;2;2, îäíîâðåìåííî ñîäåðæàùåãî

âåðøèíû xk�1 è y1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïîäãðàô ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì
÷åðåç z� åãî âåðøèíó ñòåïåíè 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z� åãî âåðøèíó ñòåïåíè
3. Î÷åâèäíî, ÷òî z� ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ N1(y1) [ N2(y1)è N1(xk�1) [ N2(xk�1). Ïðè ýòîì N1(y1) [ N2(y1) � fx1; x2; xk; y2; y3g è
N1(xk�1) [ N2(xk�1) � fxk�3; xk�2; xk; x1; x; yg, ãäå x 62 V (Ck) � âåðøèíà,
ñìåæíàÿ ñ xk�2. Îòñþäà è ò.ê. fx1; x2; xk; y2; y3g \ fxk�3; xk�2; xk; x1; x; yg =
fx1; xkg, òî z� 2 fx1; xkg. Â ñëó÷àå z� = x1 îáðàçîâàíèå ïîðîæäåííîãî ïîäãðà-ôà T2;2;2 íåâîçìîæíî, ò.ê. ýòîìó ìåøàåò ðåáðî (x2; y2). Â ñëó÷àå z� = xk ïîä-ãðàô T2;2;2 ìîæåò áûòü ïîðîæäåí òîëüêî âåðøèíàìè xk; x1; y1; xk�1; xk�2; y; z0,ãäå (z0; y) 2 E(G0) è z0 62 fxk�3; xkg. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. ïðè z0 6= x3 âåð-øèíû xk; x1; x2; xk�1; xk�2; y; z0 ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;2, à ïðè z0 = x3âåðøèíû x3; x2; x1; y; xk�3; x4; x5 ïîðîæäàþò â G òàêîé ïîäãðàô. Ïîýòîìó è
âî âòîðîì ñëó÷àå îáðàçîâàíèÿ ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà T2;2;2 íå ïðîèñõîäèò.Ëåììà 3.19 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.20. Åñëè G0 ïîëó÷åí èç G ïî âòîðîìó ïðàâèëó, òî
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�(G) = �(G0) + 2, ïðè÷åì G0 2 P(3) \ Free(fT2;2;2g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà G, ñîäåð-

æàùåå õîòÿ áû îäíó èç âåðøèí x1; y1. Î÷åâèäíî, åñëè êàêîå-íèáóäü í. í. ì. ISýòîãî ãðàôà íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç ýòèõ âåðøèí, òî ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè
IS õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí èç fxk�1; y2g è õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí fxk; x2gïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó. Âìåñòå ñ òåì, â êàæäîì èç äàííûõ ìíîæåñòâ
ðîâíî îäíà âåðøèíà îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó, åñëè xk�1 2 IS, òî
IS [fy1g n fxk�1g � í. í. ì. ãðàôà G, à åñëè y2 2 IS, òî IS [fy1g n fy2g òîæåÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà G. Çíà÷èò, âñåãäà åñòü í. í. ì. ãðàôà G, ñîäåðæàùåå
ëèáî x1, ëèáî y1.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. ãðàôà G, ñîäåðæàùåå âåðøèíû
x1; xk�1; y; y2 èëè âåðøèíû xk�2; xk; y1; x2 îäíîâðåìåííî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, íåêîòîðîìó í. í. ì. IS 0 ãðàôà G ïðèíàäëåæèò âåðøèíà y1. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî xk 2 IS 0 (ÿñíî, ÷òî ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè äàííîãî íåçàâèñèìî-
ãî ìíîæåñòâà ëèáî xk, ëèáî y åìó ïðèíàäëåæèò, åñëè y 2 IS 0, òî åå ìîæíî
çàìåíèòü íà xk). Ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê çàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî
âåðøèíû xk�2 è x2 ïðèíàäëåæàò IS 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
x1 2 IS 0, òî fx1; xk�1; y; y2g � IS 0.
Çàìåòèì, ÷òî IS 0 n fxk; y1g ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì ãðàôà G0.

Åñëè áû IS 0 ñîäåðæàëà âåðøèíû x1; xk�1; y; y2, òî IS 0nfxk�1; x1g� í. ì. ãðàôà
G0. Ïîýòîìó �(G0) � �(G)� 2. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåí-
ñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ ðàññóæäåíèÿìè ïðåäûäóùåãî àáçàöà ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. IS 00 ãðàôà G0, ñîäåðæàùåå ëèáî âåðøèíû xk�2; x2,ëèáî âåðøèíû y; y2. Â ïåðâîì ñëó÷àå IS 00[fxk; y1g ÿâëÿåòñÿ í. ì. ãðàôà G, àâî âòîðîì IS 00[fxk�1; x1g ÿâëÿåòñÿ í. ì. ãðàôà G. Ïîýòîìó �(G) � �(G0)+2.
Èç îáîèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî �(G) = �(G0) + 2.
Ïðîâåðèì, ÷òî ãðàô G0 ïðèíàäëåæèò êëàññó P(3) \ Free(fT2;2;2g). ßñíî,÷òî G 2 P(3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H,

èçîìîðôíûé T2;2;2, c âåðøèíîé z ñòåïåíè 3. Ïîíÿòíî, ÷òî H ñîäåðæèò â òî÷-
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íîñòè îäíî èç ðåáåð (y; x2), (xk�2; y2). ßñíî òàêæå, ÷òî z 62 fx2; y2g. Ïîýòîìóâîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1. z = y è H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (y; x2; x3),
2. z = xk�2 è H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (xk�2; y2; y3),
3. z = xk�3 è H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (xk�3; xk�2; y2),
4. z = x3 è H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (x3; x2; y),
5. z = y3 è H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (y3; y2; xk�2),
6. H ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (z; y; x2).
Â êàæäîì èç ýòèõ øåñòè ñëó÷àåâ åñòü ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T2;2;2 ãðàôà

G, ïîëó÷àåìûé èç H ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñëó÷àÿõ 1�2 çàìåíîé ïóòè
P íà ïóòü (y; xk; x1) èëè íà ïóòü (xk�2; xk�1; y1) ñîîòâåòñòâåííî, à ñëó÷à-
ÿõ 3�6 çàìåíîé ðåáðà (xk�2; y2); (x2; y); (y2; xk�2); (y; x2) ñîîòâåòñòâåííî íà
ðåáðî (xk�2; xk�1); (x2; x1); (y2; y1); (y; xk). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
G0 2 Free(fT2;2;2g). Ëåììà 3.20 äîêàçàíà.
Ëåììà 3.21. Ïóñòü G � ïðîñòåéøèé ãðàô, ñîäåðæàùèé ãàðìîíü ïåðâîãî

òèïà, ïîðîæäåííóþ âåðøèíàìè x1; x2; : : : ; xp; y1; y2; : : : ; yp. Åñëè p íå÷åòíî,
òî �(G) = �(Gnfx1g), à åñëè p ÷åòíî, òî �(G) = �(Gnfy1; y2; : : : ; ypg)+ p2.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ

íå÷åòíûì ÷èñëîì. Åñëè åñòü í. í. ì. ãðàôà G, íå ñîäåðæàùåå âåðøèíó x1, òî
�(G) = �(Gnfx1g). Åñëè åñòü IS � í. í. ì. ãðàôà G, ñîäåðæàùåå x1, òî ëèáî
IS[fy1gnfx1g, ëèáî IS[fy1; x2gnfx1; y2g, ëèáî IS[fy1; x2; y3gnfx1; y2; x3g,: : :,ëèáî IS [fy1; x2; y3; x4; : : : ; ypgn fx1; y2; x3; y4; : : : ; xpg ÿâëÿåòñÿ í. í. ì. ãðàôà
G. Ïîýòîìó âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ �(G) = �(G n fx1g).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Îáîçíà÷èì ãðàô Gnfy1; y2; : : : ; ypg÷åðåç G0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò í. í. ì. IS ãðàôà G0, ñîäåðæàùåå
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ðîâíî ïîëîâèíó ñðåäè âåðøèí x1; x2; : : : ; xp. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñòü í. í. ì.ãðàôà G, ñîäåðæàùåå ðîâíî �(G0)+ p2 âåðøèí (îíî ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì p2âåðøèí èç fy1; y2; : : : ; ypg, íåñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè èç fx1; x2; : : : ; xpg \ IS).
Ïîýòîìó �(G) � �(G0) + p2 . Íåòðóäíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü è îáðàò-
íîãî íåðàâåíñòâà, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå í. í. ì. ãðàôà G
ñîäåðæèò íå áîëåå ïîëîâèíû èç âåðøèí y1; y2; : : : ; yp. Ñðàâíèâàÿ îáà íåðà-
âåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî �(G) = �(Gnfy1; y2; : : : ; ypg)+ p2 . Ëåììà 3.21 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.7. Çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;2g)

ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç P(3) \
Free(fA10; A11; : : :g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.6 áûëî ïîêàçàíî, êà-

êèì îáðàçîì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ âåð-
øèíà x ñòåïåíè 3 ïðîèçâîëüíîãî C-áëîêà èç P(3) \ Free(fT2;2;2g) âåðøèíîéñòåïåíè 3 íåêîòîðîãî åãî ïîðîæäåííîãî ÿáëîêà Ak, k � 10 (è íàéòè òàêîå ÿá-
ëîêî, â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ). Åñëè íåò ïðèñîåäèíåííîãî ê ýòîìó ÿáëîêó
öèêëà è ñàì ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì, òî ñóùåñòâóåò ãàðìîíü (ïåðâîãî èëè
âòîðîãî òèïà), ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó x. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ãàðìîíü ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Èç ïðàâèë ñâåäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ýòîì è ïðåäûäóùåì ðàçäåëàõ,

ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç P(3) \ Free(fT2;2;2g) ñâîäèòñÿ ê òîé
æå çàäà÷å äëÿ ïðîñòåéøèõ ãðàôîâ èç P(3)\Free(fA10; A11; : : :g). Íà êàæäîéèòåðàöèè óïîìÿíóòîãî âûøå ñâåäåíèÿ c íåêîòîðûì èç èìåþùèõñÿ ãðàôîâ
ïðîèñõîäèò îäíî èç ñëåäóþùèõ äåéñòâèé: (1) âûäåëåíèå C-áëîêîâ (2) óäà-
ëåíèå âåðøèíû (3) ïðîâåðêà èçîìîðôíîñòè ïîêðûøêå èëè ïðîêîëîòîé ïî-
êðûøêå (4) ðàçðóøåíèå ãàðìîíè. Ëþáîå èç ýòèõ äåéñòâèé âûïîëíÿåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó
7n3 + 3n2 + n1 + n0, ãäå ni � îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè i â òåêó-
ùèõ ãðàôàõ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàöèé òèïà (1)�(4) óìåíüøàåò
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ýòó âåëè÷èíó. Äëÿ (2),(3) è ïðè ðàçðóøåíèè ãàðìîíè ïåðâîãî òèïà â (4) ýòî
î÷åâèäíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàçðóøåíèå ãàðìîíè âòîðîãî òèïà ïî ïåðâî-
ìó ïðàâèëó óìåíüøàåò âåëè÷èíó íà 8, à ïî âòîðîìó íà 28. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
G 2 P(3) è âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò áîëåå ÷åì îäíîìó C-áëîêó G, òî:
1. ëèáî ñòåïåíü v ðàâíà 3 è v ïðèíàäëåæèò äâóì C-áëîêàì G, â êàæäîì èç
êîòîðûõ îíà èìååò ñòåïåíü íå áîëåå ÷åì 2

2. ëèáî ñòåïåíü v ðàâíà 3 è v ïðèíàäëåæèò òðåì C-áëîêàì G, â êàæäîì èç
êîòîðûõ îíà èìååò ñòåïåíü 1

3. ëèáî ñòåïåíü v ðàâíà 2 è v ïðèíàäëåæèò äâóì C-áëîêàì G, â êàæäîì èç
êîòîðûõ îíà èìååò ñòåïåíü 1

Èìåÿ â âèäó ýòè òðè ñëó÷àÿ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè âûäåëåíèè
C-áëîêîâ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé ìî-
ìåíò ïðîöåññà âçâåøåííàÿ ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò 7jV (G)j,
÷òî äàåò âåðõíþþ îöåíêó 7jV (G)j íà ÷èñëî èòåðàöèé. Ïîýòîìó è ñâåäåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Òåîðåìà 3.7 äîêàçàíà.
3.4.4 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ÷àñòè ãëàâû
Òåîðåìà 3.8. Ïðè ëþáîì i > 2 çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç êëàññà

Deg(3) \ Free(fT2;2;ig) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðà-
ôîâ èç Deg(3) \ Free(fT2;2;2g).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà

G 2 Deg(3) \ Free(fT2;2;ig) ëèáî G 2 Free(fT2;2;2g), ëèáî G èìååò íå áîëåå
3 � 2i+2 � 2 âåðøèí.
Ïóñòü ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T2;2;2, â êîòîðîì deg(x) = 3

è äëÿ ëþáîãî k 2 1; 3 âåðøèíà x ñìåæíà ñ âåðøèíîé yk, à âåðøèíà yk ñìåæíàñ âåðøèíîé zk. Äîêàæåì, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò âåðøèíû y, îòñòîÿùåé îò
âåðøèíû x íà ðàññòîÿíèè i+ 3. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà ðàññìîòðèì
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êðàò÷àéøèé ïóòü P = (x1 = x; x2; x3; : : : ; xi+4 = y) èç x â y. Ïîíÿòíî, ÷òî
x2 2 fy1; y2; y3g. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x2 = y1. Ââèäóâûáîðà ïóòè P , êàæäàÿ èç âåðøèí y2 è y3 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ îäíîéâåðøèíîé xj ïðè j > 3. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, íè îäíà èç âåðøèí z1; z2; z3íå ìîæåò áûòü ñìåæíà ñ âåðøèíîé xj, äëÿ êîòîðîé j > 4. Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ � ëèáî x3 = z1, ëèáî x3 6= z1. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç íèõ.
1). Ïóñòü x3 6= z1. Åñëè z1 è x4 ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, òî âåðøèíû

x; y1; z1; y2; z2; y3; z3; x4; x5; : : : ; xi+1 ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;i. Ïîýòîìóìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (z1; x4) 62 E(G). Åñëè íè îäíà èç âåðøèí y2; y3; z2; z3íåñìåæíà íè ñ x3, íè ñ x4, òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè
x1; y2; y3; z2; z3; x2; x3; : : : ; xi+1 ïîäãðàô T2;2;i. Åñëè ñðåäè âåðøèí y2; y3; z2; z3åñòü ñìåæíàÿ ñ x3 âåðøèíà yk èëè zk (k 2 f2; 3g, òàêàÿ âåðøèíà åäèí-
ñòâåííà) è íè îäíà èç íèõ íå ñìåæíà ñ x4, òî G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé
âåðøèíàìè yk; zk; x2; x3; z1; x4; : : : ; xi+3 ïîäãðàô T2;2;i. Åñëè ñðåäè âåðøèí
y2; y3; z2; z3 åñòü ñìåæíàÿ ñ x4 âåðøèíà zk (ââèäó âûáîðà ïóòè P òàêàÿ
âåðøèíà ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî ìíîæåñòâó fz2; z3g), òî âåðøèíû
x; y1; z1; y2; z2; y3; z3; x4; x5; : : : ; xi+1 ïîðîæäàþò ïîäãðàô T2;2;i.
2). Ïóñòü x3 = z1. Åñëè íè îäíà èç âåðøèí z2; z3 íåñìåæíà ñ x4, òî â

G èìååòñÿ ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè x1; y2; z2; y3; z3; x2; x3; : : : ; xi+1 ïîäãðàô
T2;2;i. Åñëè åñòü ñìåæíàÿ ñ x4 âåðøèíà zk (k 2 f2; 3g) (òàêàÿ âåðøèíà
åäèíñòâåííà), òî yk; zk; x2; x3; x4; : : : ; xi+4 ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô T2;2;i.
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âåðøèíû y íå ñóùåñòâóåò. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî åñëè G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô T2;2;2, òî êàæäàÿ åãî
âåðøèíà îòñòîèò îò x íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì i+2. Çíà÷èò, ãðàô G èìååò
íå áîëåå ÷åì 1+3+3 �2+ : : :+3 �2i+1 = 3 �2i+2�2 âåðøèí. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì i ñâÿçíûõ ãðàôîâ èç D(3) \ Free(fT2;2;ig) n Free(fT2;2;2g)èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî. Îòñþäà ñëåäóåò îáîçíà÷åííîå â ôîðìóëèðîâêå
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òåîðåìû ñâåäåíèå. Òåîðåìà 3.8 äîêàçàíà.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.
Òåîðåìà 3.9. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç

êëàññà P(3) \ Free(fT2;2;ig) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èç òåîðåì 3.7 è 3.8 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðà-

ôîâ èç P(3)\Free(fT2;2;ig) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðà-ôîâ èç P(3)\Free(fA10; A11; : : :g). Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k êëàññ P \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì i êëàññ P(3) \ Free(fT2;2;ig)òîæå ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Òåîðåìà 3.9 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Î çàäà÷àõ íà ãðàôàõ ñ êîíòèíóàëüíûìè
ãðàíè÷íûìè ñèñòåìàìè

4.1 Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ è ñìåæíûå ñ íèìè

Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1 ïîëíîñòüþ èçâåñòíîå ìíîæåñòâî �-
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïèñàòü âñå ìíîæåñòâî �-
ïðîñòûõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Îäíàêî, äî ðåçóëüòàòîâ ñî-
âñåì íåäàâíåãî âðåìåíè òàêîå îïèñàíèå íå óäàâàëîñü ïîëó÷èòü íè äëÿ îäíîé
çàäà÷è �. Âìåñòå ñ òåì, âîçíèêàþùèå ïðè ïîëó÷åíèè òàêèõ îïèñàíèé òðóäíî-
ñòè íàòîëêíóëè àâòîðà íàñòîÿùåé ðàáîòû íà ìûñëü î òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ íà ãðàôàõ ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíî
óñòðîåííûì è ïîýòîìó ïîïûòêè äàòü åãî îïèñàíèå, ïî-âèäèìîìó, îáðå÷åíû íà
íåóäà÷ó. Ýòà ìûñëü (êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ãåäåëåâñêèì àðãóìåíòîì) íàøëà
ñâîå ïîäòâåðæäåíèå â òîì, ÷òî äëÿ îáåèõ çàäà÷ î 3-ðàñêðàñêå (âåðøèííîãî è
ðåáåðíîãî âàðèàíòîâ) óäàåòñÿ âûÿâèòü êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ (ýòè ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà ýòîé
ãëàâû äèññåðòàöèè). Òåì ñàìûì êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå èç
[33] î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷ íà ãðàôàõ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ. Â äðóãîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû êîíòèíóàëüíîñòü äîêàçûâàåòñÿ äëÿ
îáåèõ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå äëÿ ëþáîãî k > 3.
Íàïîìíèì, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî �(G) ãðàôà G � íàèìåíüøåå ÷èñ-
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ëî öâåòîâ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âåðøèíû G, ÷òî ëþáûå äâå
åãî ñîñåäíèå âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Â çàäà÷å î âåðøèííîé k-
ðàñêðàñêå (çàäà÷å k-ÂÐ) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå
÷èñëî çàäàâàåìîãî ãðàôàG íå áîëüøå, ÷åì ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî k. Ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è î ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêå (çàäà÷è k-ÐÐ) àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è k-ÂÐ (òîëüêî â íåé ôèãóðèðóåò õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ � ìèíèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðàâèëüíîãî îêðàøèâàíèÿ ðåáåð ãðàôà).
Ìîæíî ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå,

ïîñòàâèâ öåëè, îòëè÷íûå îò ïîèñêà âñåõ k-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ (k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ)
êëàññîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ¾ïîâåäåíèå¿ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ
çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàíè÷íûìè êëàññàìè äëÿ ¾ïðåäåëüíûõ¿
çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå (ò.å. êîãäà k íå îãðàíè÷åíî), íàçûâàåìûõ çàäà÷àìè î
õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå. Â çàäà÷å î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå (çàäà÷å Õ×)
íåîáõîäèìî äàòü îòâåò íà òîò æå âîïðîñ, ÷òî è â çàäà÷å k-ÂÐ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
k çàäàåòñÿ âìåñòå ñ ãðàôîì G. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì èíäåêñå
(çàäà÷è ÕÈ) àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå çàäà÷è Õ× ñ çàìåíîé õðîìàòè÷åñêîãî
÷èñëà íà õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè k = 3 âñå k-ÐÐ-ãðàíè÷íûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ÕÈ-

ãðàíè÷íûìè, à ïðè ëþáîì k > 3 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ÕÈ-ãðàíè÷íûì. Äëÿ çàäà÷è Õ×
áûë âûÿâëåí ãðàíè÷íûé êëàññ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ãðàíè÷íûì íè ïðè
êàêîì k. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå îñòàâøåé-
ñÿ ÷àñòè ÷åòâåðòîé ãëàâû.
4.2 Ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î 3-ðàñêðàñêå
Ïóñòü G � ãðàô, â êîòîðîì âûáðàíû òàêèå äâå âåðøèíû, ÷òî ñóùåñòâóåò

àâòîìîðôèçì G, ïåðåâîäÿùèé ýòè âåðøèíû äðóã â äðóãà. Îïåðàöèÿ çàìåíû
ðåáðà e = (a; b) ãðàôîì G ñîñòîèò â óäàëåíèè ýòîãî ðåáðà èç íåêîòîðîãî ãðàôà
c ïîñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèíû a ñ îäíîé èç âûáðàííûõ âåðøèí
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ãðàôà G è âåðøèíû b ñ äðóãîé âûáðàííîé âåðøèíîé ãðàôà G. Ïîíÿòíî, ÷òî
ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïðè çàìåíå ðåáðà, íå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èìåííî èç
âûáðàííûõ âåðøèí ãðàôà G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåðøèíîé a.
×åðåç Ak (k � 3) îáîçíà÷èì ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

fx; y; x1; x2; : : : ; xk�1; y1; y2; : : : ; yk�1g, â êîòîðîì ìíîæåñòâà âåðøèí
fx; x1; x2; : : : ; xk�1g è fy; y1; y2; : : : ; yk�1g îáðàçóþò äâå êëèêè è èìåþòñÿ
ðåáðà (x1; y1); (x2; y2); : : : ; (xk�1; yk�1), à ÷åðåç Bk (k � 3) îáîçíà÷èì ãðàô ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí fx; y; x1; x2; : : : ; xk�2; y1; y2; : : : ; ykg, â êîòîðîì ìíîæåñòâàâåðøèí fx; x1; x2; : : : ; xk�2g; fy; x1; x2; : : : ; xk�2g è fy1; y2; : : : ; ykg îáðàçóþò
òðè êëèêè è èìåþòñÿ ðåáðà (x1; y1); (x2; y2); : : : ; (xk�2; yk�2); (x; yk�1); (y; yk).Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ãðàô, ñîäåðæàùèé âåðøèíû
x; y; x1; x2; x3; x4; y1; y2; y3; y4 è ðåáðà (x1; x2); (x1; x3); (x2; x3); (x2; x4); (x3; x4);
(y1; y2); (y1; y3); (y2; y3); (y2; y4); (y3; y4); (x1; y1); (x4; y4); (x; x1); (x; y1); (y; x4); (y; y4).Âûáðàííûìè âåðøèíàìè â ãðàôàõ Ak è Bk ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ñòåïåíè
k � 1, à â ãðàôå C òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ñòåïåíè 2.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � = (�1; �2; : : : ; �k) íàçî-âåì �-ãèðëÿíäîé ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P2k+1 çàìåíîé êàæäîãîåãî ðåáðà. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; kg i-å è (2k + 1 � i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè

çàìåíÿþòñÿ ãðàôîì K4 � e, åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì C, åñëè �i = 1.
Ââåäåì ïîíÿòèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðøèíû. Ïóñòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû v

íåêîòîðîãî ãðàôà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ âåðøèí x1; x2; y1; y2, ïðè÷åì ïîðîæäåí-
íûé ýòèìè ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè ïîäãðàô ñîäåðæèò ðîâíî äâà ðåáðà (x1; x2)è (y1; y2). Ïðèìåíåíèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíå v ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
1. Âåðøèíó v çàìåíÿåì íà äâå âåðøèíû v1 è v2. Âåðøèíó v1 ñîåäèíÿåì
ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè x1; x2, à âåðøèíó v2 c âåðøèíàìè y1; y2.

2. Âåðøèíó v1 îòîæäåñòâëÿåì ñ îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 �-ãèðëÿíäû, a
âåðøèíó v2 îòîæäåñòâëÿåì ñ äðóãîé òàêîé âåðøèíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X � ìíîæåñòâî 4-ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ êëàññà
Free(K1;3; K4; K4� e). Ïóñòü G 2 X �. ßñíî, ÷òî îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû
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v ýòîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô 2K2. �V -Ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âñåì âåðøèíàì,
îêðåñòíîñòè êîòîðûõ èçîìîðôíû ãðàôó 2K2 è êîòîðûå åùå íå ñîäåðæàòñÿ âïîðîæäåííûõ ïîäãðàôàõ K4�e è C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G�V ãðàô, ïîëó÷àåìûé�V -ïðåîáðàçîâàíèåì èç ãðàôà G. Âñå ìíîæåñòâî òàêèì îáðàçîì ñôîðìèðî-
âàííûõ ãðàôîâ èç ãðàôîâ êëàññà X � îáîçíà÷èì ÷åðåç X �� . Ëåãêî âèäåòü, ÷òîñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 4.1. Ãðàô G 2 X � ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
ãðàô G�V ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì.
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô, e = (a; b) � íåêîòîðîå åãî ðåáðî, k � 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0e (ñîîòâåòñòâåííî, G00e) ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç G ðåáðà e,
äîáàâëåíèÿ âåðøèí a0; b0 è ðåáåð (a; a0); (a0; b0); (b0; b) è çàìåíû ðåáðà (a0; b0)
ãðàôîì Ak (ñîîòâåòñòâåííî, Bk), â êîòîðîì âûáðàííûìè âåðøèíàìè ÿâëÿ-
þòñÿ äâå âåðøèíû ñòåïåíè k � 1 ãðàôà Ak (ñîîòâåòñòâåííî, Bk).
Ëåììà 4.2. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ðàñêðàøèâàåìûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åãî ðåáðà e = (a; b) òàêîâû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ãðàôû G0e è G00e .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåòðóäíî ïîñòðîèòü k-ðàñêðàñêó ðåáåð êàæäîãî èç

ãðàôîâ G0e è G00e ïî k-ðàñêðàñêå ðåáåð ãðàôà G. Ïðèâåäåì åå ïîñòðîåíèå äëÿ
áîëåå ñëîæíîãî ñëó÷àÿ � ãðàôà G00e , à äëÿ G0e ïîñòðîåíèå îñòàâèì ÷èòàòå-
ëþ. Ðàññìîòðèì äâà ýêçåìïëÿðà êëèêè ñ k âåðøèíàìè, â êàæäîì èç êîòî-
ðûõ âåðøèíû ïðîíóìåðóåì ÷èñëàìè îò 1 äî k. Ðàñêðàñèì ðåáðà êàæäîãî èç
ýêçåìïëÿðîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû ðåáðà îáåèõ êëèê, èíöèäåíò-
íûå ïàðàì âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè íîìåðîâ, èìåëè áû îäèíàêîâûå
öâåòà. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ýòîé ðàñêðàñêå ïðèñóòñòâóåò öâåò col, â
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êîòîðûé îêðàøåíà äóãà e â íåêîòîðîé k-ðàñêðàñêå ðåáåð ãðàôà G (âñåãäà
ìîæíî òàê ïåðåîáîçíà÷èòü íàçíà÷åííûå ðåáðàì êëèê öâåòà, ÷òî ýòî ñâîéñòâî
âûïîëíÿåòñÿ). Äëÿ êàæäîãî íîìåðà i èìååòñÿ öâåò coli, êîòîðûé íå âõîäèò âðàñêðàñêó ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì ñ íîìåðîì i. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
k-ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà H, ïîëó÷àåìîãî äîáàâëåíèåì âñåõ ðåáåð, êîòîðûå
èíöèäåíòíû âåðøèíàì, èìåþùèì îäèíàêîâûå íîìåðà. Âûáåðåì ðåáðî (x; y)
ãðàôà H, ïðèíàäëåæàùåå îäíîé èç k-êëèê è îêðàøåííîå â öâåò col, è óäàëèì
åãî èç H. Ðàññìîòðèì k-ðàñêðàñêó ðåáåð G, â êîòîðîé e èìååò öâåò col. Îíà
ïîðîæäàåò ðàñêðàñêó ðåáåð èç E(G00e) \ E(G). Îêðàñèì ðåáðà (a; a0) è (b0; b)
ãðàôà G00e â öâåò col. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû èç V (G00e)n(V (G)[fa; bg) ïîðîæ-äàþò ïîäãðàô, èçîìîðôíûé H áåç ðåáðà (x; y). Ïîýòîìó ìîæíî ïðîäîëæèòü
òåêóùóþ ÷àñòè÷íóþ ðàñêðàñêó ðåáåð G00e äî íåêîòîðîé åãî k-ðàñêðàñêè ðåáåð.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ëþáîé k-ðàñêðàñêå ðåáåð ãðàôîâ G0e è G00e ðåáðà
(a; a0) è (b0; b) îêðàøåíû â îäèíàêîâûå öâåòà. Îòñþäà, áóäåò ñëåäîâàòü óòâåð-
æäåíèå ëåììû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà ðåáåð õîòÿ áû îäíîãî èç ãðàôîâ G0e è G00e â k öâåòîâ, ÷òî (a; a0) è
(b0; b) îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà col1 è col2.Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðåáåð ïîäãðàôà Ak (ñîîòâåòñòâåííî, Bk) ãðàôà
G0e (ñîîòâåòñòâåííî, G00e), îêðàøåííûõ â öâåò col1. Êàæäàÿ âåðøèíà èç
V (Ak) n fa0g (ñîîòâåòñòâåííî, V (Bk) n fa0g) äîëæíà áûòü èíöèäåíòíà íåêîòî-ðîìó ðåáðó, îêðàøåííîìó â öâåò col1 (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå âåðøèíû
Ak (ñîîòâåòñòâåííî, Bk) èìåþò â G0e (ñîîòâåòñòâåííî, G00e) ñòåïåíü k, à ðåáðî(b; b0) îêðàøåíà â öâåò col2 6= col1). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî V (Ak) n fa0g (ñîîò-
âåòñòâåííî, V (Bk) n fa0g) äîëæíî ñîäåðæàòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ,
à ýòî íå òàê. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � äëèíû l íàçîâåì �(k)-

ñâÿçêîé (k � 3) ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P4l+2 çàìåíàìè åãî
ðåáåð. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; lg 2i-å è (4l + 2 � 2i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè
çàìåíÿþòñÿ ãðàôîì Ak, åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì Bk, åñëè �i = 1. �(k)-
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Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà G ñîñòîèò â çàìåíå êàæäîãî åãî ðåáðà �(k)-ñâÿçêîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G�(k) ãðàô, ïîëó÷àåìûé �(k)-ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 4.2.
Ëåììà 4.3. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ãðàô

G�(k) ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô G.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ÷åðåç D�áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷àåìûé îòîæäåñòâëåíèÿìè òðåõ âåðøèí ñòåïåíè

2, ïðèíàäëåæàùèõ òðåì êîïèÿì �-ãèðëÿíäû, ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíà-
ìè ãðàôà C3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� = f�1; �2; : : :g ÷åðåç D� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà èç 1S

k=1fD�(k)g,
ãäå �(k) = (�1; �2; : : : ; �k). ×åðåç T�(s); s � 3 (ñîîòâåòñòâåííî, T 0�(s); s � 3)
áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì �(s)-ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê ãðàôó K1;s (ñîîòâåòñòâåííî, ê K1;3). ×åðåç T�(s) (ñîîòâåòñòâåííî, T 0�(s))îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà èç 1S

l=1fT�(l)(k)g (ñîîòâåòñòâåííî, èç
1S
l=1fT 0�(l)(k)g). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè � ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå T 0�(s) � T�(s), ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî
òîëüêî êîãäà s = 3.
Ëåììà 4.4. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �

êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ïðåäåëüíûì. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè � è ëþáîãî k � 3 êëàññ T�(k) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ïðåäåëüíûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Óòâåðæäåíèå äîêàæåì òîëüêî äëÿ çàäà÷è 3-ÂÐ, äëÿ

çàäà÷è k-ÐÐ îíî äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåìì 4.2 è 4.3).
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Èçâåñòíî [56], ÷òî çàäà÷à 3-ÂÐ äëÿ ãðàôîâ êëàññà X � ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Îòñþäà è èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ýòà çàäà÷à NP-ïîëíà â êëàññå
X ��(i). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì s êëàññ Xs = [ 1Sj=sX ��(j)] ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà D� = 1T

j=1Xj.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G 2 D� ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà nè k, ÷òî äëÿ ëþáîãî j � k ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà

nD�(j). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ n; k; s ãðàô nD�(k) ïðèíàäëåæèò êëàññó Xs(ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì s êëàññ Xs ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì). Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 D� ïðèíàäëåæèò êëàññó 1T

j=1Xj. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå D� � 1T

j=1Xj.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 1T

j=1Xj. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fjdg, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî íàòóðàëüíîãî d ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó [X ��(jd)]. Îòñþäà, ïîëîæèâd = jV (G)j+1, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ n è k < d ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïî-
ðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà nD�(k). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G ïðèíàäëåæèò
êëàññó D�. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå D� � 1T

j=1Xj. Ëåììà 4.4 äîêàçàíà.
Ëåììà 4.5. Ïóñòü B � k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ, âëîæåííûé â êëàññ

Deg(d) äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî d. Òîãäà ýòîò êëàññ îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1. âûïîëíÿåòñÿ ëèáî âêëþ÷åíèå T � B, ëèáî âêëþ÷åíèå D � B
2. åñëè íåêîòîðûé ãðàô G 2 B ñîäåðæèò âåðøèíó x ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì
k � 1, òî ñóùåñòâóåò íàäãðàô G0 2 B ãðàôà G, â êîòîðîì x èìååò
ñòåïåíü k

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ïåðâîå óñëîâèå
íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü B1 � B2 � : : : � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê k-
ÂÐ-ãðàíè÷íîìó êëàññó B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k-ÂÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðà-
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ôîâ. Ïîñêîëüêó êëàññ Deg(d) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì, òî ïî ëåì-
ìå 1.1 ñóùåñòâóþò òàêîå j0 è òàêèå ãðàôû G1 2 T ; G2 2 D, ÷òî Bj0 �
Deg(d) \ Free(fG1; G2g). Ïî ëåììå 1.5 äðåâåñíàÿ øèðèíà âñåõ ãðàôîâ èç
Bj0 îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C = C(d;G1; G2). Õîðîøî èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ k è C êëàññ ãðàôîâ, ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí êîòîðûõ è äðåâåñíàÿ øèðèíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò C, ÿâëÿåòñÿ
k-ÂÐ-ïðîñòûì [37]. Çíà÷èò, â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ê B,
èìååòñÿ k-ÂÐ-ïðîñòîé êëàññ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ýòîò êëàññ
ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òåõ ãðàôîâ èç Bi, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êî-

òîðûõ íå ìåíåå ÷åì k. Íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òàêèõ ãðàôîâ
(îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç B0i) ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ñëîæíûì êëàññîì (ïîñêîëüêó çàäà÷à
k-ÂÐ äëÿ êëàññà Bi ñâîäèòñÿ ê ãðàôàì B0i). Âìåñòå ñ òåì, 1T

i=1B
0i = B, ïîñêîëüêó

1T
i=1B

0i � 1T
i=1Bi, à B � k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ.

Ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà B0i äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G0i 2 B0i,÷òî G ïîðîæäåí â G0i, à âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ k. Ïóñòü ãðàô G0iÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òîãäà jV (G0i)j�jV (G)j < k+1. Ïóñòü
S = fG01; G02; : : :g. Î÷åâèäíî, S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ãðàô G0, ïðèíàäëåæàùèé B0s \ S äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé s. Îòñþäà
è èç âêëþ÷åíèÿ B01 � B02 � : : : ñëåäóåò, ÷òî G0 2 B0i äëÿ ëþáîãî i, ò.å. G0 2 B.
Ëåììà 4.5 äîêàçàíà.
Âåðøèíó x íåêîòîðîãî ãðàôà G ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì k

íàçîâåì k-ýëèìèíèðóåìîé, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
� âåðøèíà x ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G, èçîìîðôíîé ïî-
ðîæäåííîìó ïîäãðàôó (âîçìîæíî, íåñîáñòâåííîìó) ëèáî ãðàôà Ak, ëèáîãðàôà Bk, èëè æå ãðàô G ñîäåðæèò ïåðåøååê, ïðè óäàëåíèè êîòîðîãî x
ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì
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� èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî ñîñåäà x ñòåïåíè k
Çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ k-ýëèìèíèðóåìîé âåðøèíû ñîñòîèò â òîì, ÷òî G è

ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ âåðøèíû x èç G ëèáî îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ðåáåðíî
k-ðàñêðàøèâàåìûìè ãðàôàìè, ëèáî îäíîâðåìåííî íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ýòî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì (ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Ak è Bk èìåþò ðåáåðíóþ
k-ðàñêðàñêó è ïðè óäàëåíèè ïåðåøåéêà èç ãðàôà ñî ñòåïåíÿìè âñåõ âåðøèí
íå áîëåå ÷åì k åãî ðåáåðíàÿ k-ðàñêðàøèâàåìîñòü ýêâèâàëåíòà òàêîé æå ðàñ-
êðàøèâàåìîñòè êàæäîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò). Âî âòîðîì ñëó÷àå
ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 4.6.
Ëåììà 4.6. [76]. Ïóñòü âåðøèíà v íåêîòîðîãî ãðàôà G è âñå ñîñåäíèå

ñ íåé âåðøèíû èìåþò ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì k, ïðè÷åì íå áîëåå ÷åì îäíà
âåðøèíà èç îêðåñòíîñòè v èìååò ñòåïåíü â òî÷íîñòè k. Òîãäà, åñëè
ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ âåðøèíû v èç G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ðàñêðàøèâàåìûì
ãðàôîì, òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è ñàì ãðàô G.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.6, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ïî

àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.5).
Ëåììà 4.7. Ïóñòü B � k-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òîãäà ýòîò êëàññ îáëàäà-

åò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
1. âûïîëíÿåòñÿ ëèáî âêëþ÷åíèå T � B, ëèáî âêëþ÷åíèå D � B
2. åñëè ãðàô G 2 B ñîäåðæèò k-ýëèìèíèðóåìóþ âåðøèíó x, òî ñóùåñòâó-
åò ãðàô G0 2 B, äëÿ êîòîðîãî G � ïîðîæäåííûé ïîäãðàô, à x íå ÿâëÿ-
åòñÿ k-ýëèìèíèðóåìîé

Ëåììà 4.8. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
ñóùåñòâóåò k-ÐÐ-ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ êëàññà T�(k), ïðè÷åì ëþáîé òàêîé
êëàññ âêëþ÷àåò T 0�(k).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäåëüíîñòü êëàññà T�(k) äîêàçàíà â ëåììå 4.4.
Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ ñóùåñòâóåò k-ÐÐ-
ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ êëàññà T�(k). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé èç äàííûõ ïîä-
êëàññîâ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç B. Ïîñêîëüêó D * T�(k) (çíà÷èò, è D * B), òî
ïî ëåììå 4.7 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå T � B. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì i ãðàô iK1;3ïðèíàäëåæèò B.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå [ 1Sj=1fiT 0�(j)(k)g] �

B. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî T 0�(k) � B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî j ãðàô iT 0�(j)(k) íå ïðèíàäëåæèò B. Ñðåäè ïîðîæäåííûõïîäãðàôîâ ãðàôà iT 0�(j)(k), ñîäåðæàùèõ iK1;3 â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîä-
ãðàôà è ïðèíàäëåæàùèõ B, âûáåðåì ëþáîé èç ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ãðàô ñóùåñòâóåò, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç G. ßñíî, ÷òî
G 6= iT 0�(j)(k). Ñóùåñòâóåò âåðøèíà ãðàôà G, ÷òî åå ñòåïåíü â ãðàôå G ìåíüøå
åå ñòåïåíè â ãðàôå iT 0�(j)(k) è îòëè÷íà îò íóëÿ. Íî òîãäà äàííàÿ âåðøèíà áóäåòíåâèñÿ÷åé âåðøèíîé ãðàôà G, ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó åãî ïîðîæäåííî-
ìó ïîäãðàôó Ak, ëèáî íåêîòîðîìó åãî ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó Bk. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà äàííûé ïîäãðàô îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò íåêîòîðóþ k-
ýëèìèíèðóåìóþ âåðøèíó x. Èç ëåììû 4.7 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå B ñóùåñòâóåò
òàêîé ãðàô G0, â êîòîðîì ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîðîæäåííûì
ïîäãðàôîì, à âåðøèíà x íå ÿâëÿåòñÿ k-ýëèìèíèðóåìîé. Óäàëèì èç G0 âñå
âåðøèíû, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò iT 0�(j)(k). Ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô G00 áóäåò
ïðèíàäëåæàòü B (ââèäó íàñëåäñòâåííîñòè ýòîãî êëàññà), ïðè÷åì x â íåì
íå áóäåò k-ýëèìèíèðóåìîé (äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî íà k-ýëèìèíèðóåìîñòü
âåðøèíû x â ãðàôå G0 âëèÿþò òîëüêî òå âåðøèíû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó V (iT 0�(j)(k))\V (G0)). Íî òîãäà G � ñîáñòâåííûé ïîðîæäåííûé ïîä-
ãðàô ãðàôà G00 è ïîýòîìó ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè
ãðàôà iT 0�(j)(k) áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 4.8 äîêàçàíà.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

� êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ T�(3) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî ëåììå 4.8 ëþáîé 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ êëàñ-

ñà T�(3) âêëþ÷àåò T 0�(3) = T�(3). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T�(3) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-
ãðàíè÷íûì.
Ðàññìîòðèì B � ïðîèçâîëüíûé 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ D�. Çàìåòèì,÷òî ïî ëåììå 4.5 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå D � B, ò.ê. T * D�. Çíà÷èò, äëÿ ëþ-áîãî i ãðàô iD1;1;1 ïðèíàäëåæèò B. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 4.8

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå [ 1Sj=1fiD�(j)g] � B.
Ïîýòîìó D� � B, ò.å. B = D�. Çíà÷èò, D� � 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òåîðåìà
4.1 äîêàçàíà.
ßñíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1è �2 ñïðàâåäëèâî D�1 6= D�2 è T�1(k) 6= T�2(k). Ïîýòîìó è ñàìè ìíîæåñòâà

3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ è 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ êîíòèíóàëüíûå.
Çàäà÷è î 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè çàäà÷ ñ êîíòèíóàëüíûì ìíîæå-

ñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ãèïîòåçà èç ðàáîòû [33]
î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ.
4.3 Ñâîéñòâà ïîäìíîæåñòâ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íîé ñèñòåìû
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íè îäèí �-ãðàíè÷íûé

îòíîñèòåëüíî X êëàññ íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòüþ äðóãèõ �-
ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî X êëàññîâ ãðàôîâ (ëåììà 2.12). Òàì òàêæå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîé îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîé ñèñòå-
ìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äðóãîé îòíîñèòåëüíîé ãðàíè÷íîé ñèñòåìû (òåîðå-
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ìà 2.14). Âî âòîðîé ãëàâå áûëî àíîíñèðîâàíî, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
ýòè óòâåðæäåíèÿ òåðÿþò ñèëó. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðïðèìåðû èçëàãàþòñÿ
â ýòîì ðàçäåëå.
Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåð äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ

ãðàôîâ, �0 � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé, à �i � áåñêîíå÷íàÿ
äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òîëüêî i-ûé ÷ëåí êîòîðîé ðàâåí 1. Äëÿ ëþáîãî
i � 0 êëàññ T�i(3) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî X (ïî òåîðåìå 4.1).
Âìåñòå ñ òåì, T�0(3) � 1S

i=1 T�i(3).Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåð äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ (îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ áåñêî-
íå÷íûõ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñèñòåì òåîðåìà 2.14 íåâåðíà äàæå ïðè
ñíÿòèè îãðàíè÷åíèÿ íà êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà S). Ïóñòü � � çàäà÷à î
ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå, X = G, B0 = B n fT��(3)g, ãäå B � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ, �� = (0; 1; 0; 0; 0; 1; 1; 0; 1; 1; 0; 0; 0; : : :).
Ëåììà 4.9. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ìíîæåñòâî B0 íå ðàâíî

B�(G \ Free(S)).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî S, ÷òî

B�(G \ Free(S)) = B0. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S 0 �
Forb(T��(3)), äëÿ êîòîðîãî êëàññ Free(S [S 0) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ïðîñòûì (â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå T��(3) 2 B�(Free(S))). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y íàñëåäñòâåííîå
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ �-ñâÿçîê. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîíå÷íàÿ äâîè÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôðàãìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
��, òî íè îäèí ãðàô èç Y íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Forb(T��(3)). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç S 00 ìíîæåñòâî Forb(Y) \ S 0. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ
äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �0, äëÿ êîòîðîé �0-ñâÿçêà ÿâëÿåòñÿ íàäãðàôîì
ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà êàæäîãî ãðàôà èç S 00. Ïîýòîìó
åñëè íåêîòîðàÿ áåñêîíå÷íàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ñîäåðæèò �0 â êà-
÷åñòâå íåïðåðûâíîãî ôðàãìåíòà, òî S 00 � Forb(T�(3)). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
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S 0 n S 00, îáîçíà÷èì ÷åðåç N âåëè÷èíó maxG2S 0nS 00
jV (G)j+ 1. ßñíî, ÷òî âñå ãðàôû

èç S 0 n S 00 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè, ïðè÷åì óäàëåíèå ëþáîé âåðøèíû èç êàæäîãî
òàêîãî ãðàôà îáðàçóåò ãðàô èç T��(3) c öåíòðàëüíîé âåðøèíîé, íå ïðèíàäëå-æàùåé íè A3, íè B3. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè �00, N ïåðâûõ ÷ëåíîâ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ N ïåðâûìè ÷ëåíàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ��, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå S 0 nS 00 � Forb(T�00(3)). Ñóùå-ñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �000 6= ��, ñîäåðæàùàÿ �0 âêà÷åñòâå íåïðåðûâíîãî ôðàãìåíòà èN ïåðâûõ ÷ëåíîâ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñN
ïåðâûìè ÷ëåíàìè ��. Çíà÷èò, T�000(3) � Free(S 0). Ò.ê. T�000(3) 2 B�(Free(S)), òî
T�000(3) � Free(S [ S 0), ïðè÷åì Free(S [ S 0) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì
îòíîñèòåëüíî Free(S). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.1 êëàññ Free(S [ S 0) äîëæåí
áûòü 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå
áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 4.9 äîêàçàíà.
4.4 Ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå
Âî âòîðîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû áûëî êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî

ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ îáåèõ çàäà÷ î 3-ðàñêðàñêå ÿâëÿåòñÿ
êîíòèíóàëüíûì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì êîíòèíóàëüíîñòü äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîèçâîëüíîãî k.
Ïóñòü p � íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ íàñëåäñòâåííîãî

êëàññà X ÷åðåç X p áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî [fG �Kp : G 2 Xg] (ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî G �K0 ðàâíî G).
Ëåììà 4.10. Ïóñòü B � k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ (k � 3) è äëÿ íåêîòîðîãî

êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî êëàññà X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå B � X , ïðè÷åì X
ñîñòîèò èç ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì íå áîëåå ÷åì k + 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p êëàññ Bp ÿâëÿåòñÿ (k + p)-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó êëàññ B ÿâëÿåòñÿ k-ÂÐ-ïðåäåëüíûì, òî
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ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B1 � B2 � : : :, ñîñòîÿùàÿ èç k-ÂÐ-
ñëîæíûõ êëàññîâ, ÷òî B = 1T

i=1Bi. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé êëàññ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè fBpi g ÿâëÿåòñÿ (k+p)-ÂÐ-ñëîæíûì. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî êëàññ
Bp ÿâëÿåòñÿ (k + p)-ÂÐ-ïðåäåëüíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî �(G �

Kp) = �(G) + p. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî �(G �Kp) � p+ k âûïîëíÿåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî �(G) � k. Ïîýòîìó ïðè
ëþáîì i êëàññ Bpi ÿâëÿåòñÿ (k + p)-ÂÐ-ñëîæíûì.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî êëàññ Bp ÿâëÿåòñÿ (k + p)-ÂÐ-ãðàíè÷íûì. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ââèäó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (k+p)-ñëîæíûõ ÷àñòåé êëàññà
X p, ñõîäÿùàÿñÿ ê ñîáñòâåííîìó ïîäêëàññó êëàññà Bp. Íàçîâåì ýòó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïåðâîé. Ñôîðìèðóåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ íàçîâåì
âòîðîé. Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûáåðåì âñå ãðàôû
H, ïðåäñòàâèìûå â âèäå G � Kp. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå ãðàôà H
åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) è ÷òî ôîðìèðîâàíèå ãðàôà G
îñóùåñòâèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå èñêëþ÷åííûå
ãðàôû çàâåäîìî èìåþò õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå k + p. Ïî-
ýòîìó ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû ãðàôîâ G ñîñòàâëÿþò k-ÂÐ-ñëîæíûé êëàññ,
ÿâëÿþùèéñÿ ÷ëåíîì âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó ïîäêëàññó êëàññà B. Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ åãî k-ÂÐ-ãðàíè÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, Bp � (k + p)-ÂÐ-
ãðàíè÷íûé êëàññ. Ëåììà 4.10 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k êëàññ Dk� ÿâëÿåòñÿ (k+3)-ÂÐ-

ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Îáîçíà÷èì êëàññ Deg(4) \ Free(fK5g) ÷åðåç X .
Äàííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì è ïî òåîðåìå Áðóêñà [43]
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ñîñòîèò èç ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì íå áîëåå ÷åì 4. Ïðè ýòîì, äëÿ
ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
D� � X . Çíà÷èò, ïî ëåììå 4.10 êëàññ Dk� ÿâëÿåòñÿ (k + 3)-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.
Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.
Èòàê, èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k � 3 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì

k-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî æå âåðíî è
äëÿ çàäà÷è k-ÐÐ.
Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîãî k � 3 ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ

çàäà÷è k-ÐÐ ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ
äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1; �2 íå ñóùåñòâóåò k-ÐÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà,îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäìíîæåñòâîì è T�1(k) è T�2(k). Äåéñòâèòåëüíî,ïî ëåììå 4.8 ïðîòèâíîå áû îçíà÷àëî, ÷òî T 0�1(k) [ T 0�2(k) � T�1(k) \ T�2(k), àîíî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Îòñþäà è ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ
äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì, òî ïðè ëþáîì k � 3
ìíîæåñòâî k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ êîíòèíóàëüíî. Òåîðåìà 4.3 äîêàçàíà.
4.5 Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ãðàíè÷íûõ ñèñòåì äëÿ çàäà÷ î k-

ðàñêðàñêå è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå è èíäåêñå
Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáåèõ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå

èìååòñÿ êîíòèíóóì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî è
äëÿ çàäà÷ Õ× è ÕÈ.
Òåîðåìà 4.4. Ëþáîé 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ÕÈ-ãðàíè÷íûì.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé 3-ÐÐ-ñëîæíûé êëàññ ÿâëÿåò-
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ñÿ è ÕÈ-ñëîæíûì. Çíà÷èò, ëþáîé 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ îáÿçàòåëüíî áóäåò
ÕÈ-ïðåäåëüíûì. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ëþáîé òàêîé êëàññ B ÿâëÿåòñÿ
ÕÈ-ãðàíè÷íûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóåò ÕÈ-ãðàíè÷íûé
êëàññ B0 � B. Ïóñòü B01 � B02 � B03 : : : � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ÕÈ-ñëîæíûõ
êëàññîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê êëàññó B0. Êàæäûé k-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ ñîñòîèò
èç ãðàôîâ, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì k. Ïîñêîëüêó
B0 � B, òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êëàññ B äëÿ k = 3. Ìíîæåñòâî âñåõ
ãðàôîâ ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì
êëàññîì. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî êëàññ B0i ñîñòîèò èç ãðàôîâ ñî
ñòåïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå, ÷åì 3. Èç èçâåñòíîé òåîðåìû Âèçèíãà [8] ñëåäóåò,
÷òî õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ êàæäîãî ãðàôà èç B0i íå ïðåâîñõîäèò 4. Ïîýòîìóêëàññ B0j ÿâëÿåòñÿ k-ÐÐ-ïðîñòûì äëÿ ëþáûõ k > 3 è j � i. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ëþáîì j � i êëàññ B0j ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Çíà÷èò, êëàññ B0 ÿâëÿ-
åòñÿ 3-ÐÐ-ïðåäåëüíûì. Ïîýòîìó êëàññ B íå ìîæåò áûòü 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûì.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Òåîðåìà 4.4 äîêàçàíà.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.4 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ Õ×-
ãðàíè÷íûì. Òåì ñàìûì, Õ×-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà è ÕÈ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíòèíóàëüíûìè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, êàæäûé 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ
âñå-òàêè ÿâëÿåòñÿ òàêæå è Õ×-ãðàíè÷íûì (õîòÿ ýòî ñòðîãî äîêàçàòü è íå óäà-
åòñÿ).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè k � 4 ñâîéñòâî ¾íàñëåäîâàíèÿ¿ k-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ

(ñîîòâåòñòâåííî, k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ) êëàññîâ Õ×-ãðàíè÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî,
ÕÈ-ãðàíè÷íîé) ñèñòåìîé îòñóòñòâóåò. Èìåííî, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.5. Äëÿ ëþáîãî k � 4 ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì k-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ

êëàññîâ (ñîîòâåòñòâåííî, k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ
íå ÿâëÿåòñÿ Õ×-ãðàíè÷íûì (ñîîòâåòñòâåííî, ÕÈ-ãðàíè÷íûì).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ìíîæåñòâî êëàññîâ fDk� : � � áåñêîíå÷íàÿ
äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì ôðàãìåíòîì (k+3)-
ÂÐ-ãðàíè÷íîé ñèñòåìû (ïî òåîðåìå 4.2). Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîé òàêîé �
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå D� � D1� � D2� � : : : è êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ Õ×-
ãðàíè÷íûì. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì k � 1 êëàññ Dk� íå ÿâëÿåòñÿ Õ×-ãðàíè÷íûì.Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ T�(3) ÿâëÿåòñÿ
3-ÐÐ-ãðàíè÷íûì. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
èìååò ìåñòî öåïî÷êà âêëþ÷åíèé T�(3) = T 0�(3) � T 0�(4) � T 0�(5) � : : : è ëþáîé
k-ÐÐ-ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ êëàññà T�(k) âêëþ÷àåò T 0�(k). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîäëÿ ëþáîãî k � 4 ñóùåñòâóåò êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî k-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì
èíäåêñå. Òåîðåìà 4.5 äîêàçàíà.
Ìîæíî ïîñòàâèòü è ¾îáðàòíóþ¿ çàäà÷ó îá îòûñêàíèè Õ×-ãðàíè÷íûõ

(ñîîòâåòñòâåííî, ÕÈ-ãðàíè÷íûõ) êëàññîâ ãðàôîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ k-ÂÐ-
ãðàíè÷íûìè (ñîîòâåòñòâåííî, k-ÐÐ-ãðàíè÷íûìè) íè ïðè êàêîì k. Ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ êëàññîâ äëÿ âåðøèííîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.6.
Òåîðåìà 4.6. Êëàññ co(D) ÿâëÿåòñÿ Õ×-ãðàíè÷íûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ

k-ÂÐ-ãðàíè÷íûì íè ïðè êàêîì k.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ãðàíè÷íîñòü êëàññà co(D) äëÿ çàäà÷è Õ× ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè íà êëèêè
(÷òî äîêàçàíî â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè). Ïîíÿòíî, ÷òî
ëþáîé k-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ ñîñòîèò èç ãðàôîâ ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì íå
áîëåå ÷åì k. Ïîýòîìó co(D) íå ìîæåò áûòü k-ÂÐ-ãðàíè÷íûì íè ïðè êàêîì k.
Òåîðåìà 4.6 äîêàçàíà.
Ê ñîæàëåíèþ, ïîêà íå óäàåòñÿ âûÿâèòü ïðèìåðîâ ÕÈ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ,
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íå ÿâëÿþùèõñÿ k-ÐÐ-ãðàíè÷íûìè íè ïðè êàêîì k. Ïî-âèäèìîìó, ïîëó÷åíèþ
òàêèõ ïðèìåðîâ (èëè õîòÿ áû íåêîíñòðóêòèâíîìó äîêàçàòåëüñòâó èõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ) íåèçáåæíî ïðåäøåñòâóåò óñòàíîâëåíèå NP-ïîëíîòû çàäà÷è ÕÈ
äëÿ òàêîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X , ÷òî ïðè ëþáîì k ãðàôû èç X ñî ñòå-
ïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå ÷åì k îáðàçóþò ÕÈ-ïðîñòîé êëàññ. Íà íàñòîÿùåå
âðåìÿ èçâåñòíî ñîâñåì íåìíîãî ñëó÷àåâ ¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿ çàäà÷è î õðî-
ìàòè÷åñêîì ÷èñëå (äîâîëüíî õîðîøèé îáçîð ñäåëàí â [64, 65]) è âñå îíè íå
óäîâëåòâîðÿþò ïðåäëîæåííîìó óñëîâèþ.
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Ãëàâà 5

¾Êðèòè÷åñêèå¿ êëàññû ãðàôîâ äëÿ
çàäà÷è î ðåáåðíîì ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè

5.1 Êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïÿòîé ãëàâû
Íàïîìíèì, ÷òî äî ðåçóëüòàòîâ íåäàâíåãî âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà

ãðàôàõ íå óäàâàëîñü ïîëíîñòüþ îïèñàòü íè ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó, íè âñå ìíî-
æåñòâî ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ. Â ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè âïåðâûå
(ñ ìîìåíòà ïåðâîé ïóáëèêàöèè [2] ïî ãðàíè÷íûì êëàññàì) áóäåò ïîëó÷åí ðå-
çóëüòàò î ïîëíîì îïèñàíèè ãðàíè÷íîé ñèñòåìû. Èìåííî, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
ÐÑÐ-ãðàíè÷íóþ ñèñòåìó îáðàçóþò ðîâíî 10 êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äàí-
íîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîé ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è ÐÑÐ â íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîì ñåìåéñòâå
êëàññîâ ãðàôîâ, ñîäåðæàùåì â òîì ÷èñëå è âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå êëàññû.
Èç íåãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âñåãî 5 ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ
êëàññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè, è åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé
ÐÑÐ-ñëîæíûé êëàññ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìèíîðíî çàìêíóòûì.
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5.2 Íîâûå ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå ñëó÷àè
Âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî êëàññû Star è

Comet ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè. Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò åùå ÷åòûðå êîíêðåòíûõ êëàññà ãðàôîâ. Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãðàôîâ è êëàññîâ ãðàôîâ.
1. Combi � ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ äîáàâëåíèåì ê K2;i ðåáðà, èíöèäåíòíîãîîáåèì âåðøèíàì ñòåïåíè i
2. Cami � ãðàô, ïîëó÷àåìûé ñîåäèíåíèåì ðåáðàìè âåðøèíû ñòåïåíè i ãðà-
ôà Si ñî âñåìè åãî ëèñòüÿìè

3. Clique � êëàññ ïîëíûõ ãðàôîâ
4. Bat = [ 1Si=1fK2;ig]
5. Comb = [ 1Si=1fCombig]
6. Camomile = [ 1Si=1fCamig]

5.2.1 Î ìèíèìàëüíîé ÐÑÐ-ñëîæíîñòè êëàññà ãðàôîâ Bat
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÐÑÐ-ìèíèìàëüíîñòè êëàññà Bat áóäåì èñïîëüçîâàòü

NP-ïîëíîòó çàäà÷è î òðåõìåðíîì ñî÷åòàíèè. Â çàäà÷å î òðåõìåðíîì ñî÷åòà-
íèè çàäàíû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà X = fx1; x2; : : : ; xng; Y =
fy1; y2; : : : ; yng; Z = fz1; z2; : : : ; zng è ìíîæåñòâî òðîåê M � X � Y � Z.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî M 0 � M ìîùíîñòè n
òàêîå, ÷òî íèêàêèå äâå òðîéêè èç M 0 íå èìåþò îáùåãî ýëåìåíòà.
Ëåììà 5.1. Êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M � âõîäíûå äàííûå çà-
äà÷è î òðåõìåðíîì ñî÷åòàíèè. Äëÿ êàæäûõ i; j 2 1; n ïîëîæèì A(i; j) =
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fk : (xi; yj; zk) 2 Mg. Äëÿ êàæäîãî i 2 1; n ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
fj : A(i; j) 6= ;g. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i 2 1; n ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî
(èíà÷å áû äëÿ èìåþùåãîñÿM ìíîæåñòâàM 0 çàâåäîìî íå íàøëîñü áû). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî fj : A(i; j) 6= ;g = fj(i)1 ; j(i)2 ; : : : ; j(i)si g. Äëÿ çàäàííûõ íàòóðàëüíî-ãî ÷èñëà k è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = fn1; n2; : : : ; npg÷åðåç kN áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî fkn1; kn2; : : : ; knpg.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk (k 2 0; n) ñóììó kP

i=0 si, ãäå s0 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Ðàññìîòðèì ãðàô G = K2;2Sn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a è b åãî âåðøèíû ñòåïåíè
2Sn. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x 2 fa; bg ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà G çàäàåò öèê-
ëè÷åñêîå óïîðÿäî÷èâàíèå ðåáåð, èíöèäåíòíûõ x. Äëÿ êàæäîé òàêîé âåðøèíû
x ïðîíóìåðóåì ðåáðà, èíöèäåíòíûå x, â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ â öèêëè÷å-
ñêîì óïîðÿäî÷èâàíèè. Ïðè ýòîì ðåáðà ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè ÿâëÿþòñÿ
ñìåæíûìè.
Ìíîæåñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå a, ðàçîáüåì íà n+ 1 ÷àñòåé. Äëÿ

êàæäîãî i 2 1; n ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ i-îé ÷àñòè, ñîñòàâëÿþò
ðåáðà (èíöèäåíòíûå a) c íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà Ni = fSi�1 + 1; Si�1 +
2; : : : ; Sig. Ïîñëåäíþþ ÷àñòü îáðàçóþò ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíå a è èìå-
þùåå íîìåð, áîëüøèé, ÷åì Sn. Ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ i-îé ÷àñòè
(i 2 1; n+ 1), îáîçíà÷èì ÷åðåç Parti(a). Ìíîæåñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåð-
øèíå b, ðàçáèâàåòñÿ íà 2n ÷àñòåé. Äëÿ êàæäîãî i 2 1; n ìíîæåñòâà ðåáåð,
ïðèíàäëåæàùèõ i-îé è n + i-îé ÷àñòÿì, ñîñòàâëÿþò ðåáðà (èíöèäåíòíûå b)
c íîìåðàìè èç Ni è fSn + Si�1 + 1; Sn + Si�1 + 2; Sn + Sig ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ i-îé ÷àñòè (i 2 1; 2n), îáîçíà÷èì ÷åðåç
Parti(b).Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü L � íàçíà÷åíèå äîïóñòèìûõ öâåòîâ ðåáåð
ãðàôà G. Âíóòðè êàæäîé èç ââåäåííûõ ðàíåå ÷àñòåé ïëîñêàÿ óêëàäêà G ïî-
ðîæäàåò ñâîþ íóìåðàöèþ. Òî åñòü, åñëè êàêóþ-íèáóäü ÷àñòü îáðàçîâûâàëè
ðåáðà ñ íîìåðàìè èç k1; k2, òî âî âíóòðåííåé íóìåðàöèè ýòîé ÷àñòè ðåáðî
ñ îáùèì íîìåðîì i 2 k1; k2 èìååò íîìåð i � k1 + 1. Äëÿ ðåáðà e, èìåþùå-
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ãî â ÷àñòè Parti(a) (i 6= n + 1) íîìåð k, ïîëîæèì L(e) ðàâíûì ìíîæåñòâó
(n + 1)5A(i; j(i)k ) [ (n + 1)(Ni n fSig). Ðåáðî e, èìåþùåå â ÷àñòè Partn+1(a)íîìåð k, èìååò îäèí äîïóñòèìûé öâåò (n+1)6+k. Äëÿ ðåáðà e, ïðèíàäëåæà-
ùåãî ÷àñòè Parti(b) (i < n + 1) è èìåþùåãî â ýòîé ÷àñòè íîìåð k, ïîëîæèì
L(e) ðàâíûì ìíîæåñòâó fj(i)k g [ (n + 1)3(Ni n fSig). Äëÿ âñåõ ðåáåð e, ïðè-
íàäëåæàùèõ ÷àñòè Parti(b) (i � n + 1), ïîëîæèì L(e) ðàâíûì ìíîæåñòâó
(n+ 1)Ni.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå ðåáåð ãðàôà G. Ïîêàæåì,
÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî M 0 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 1; n õîòÿ áû îäíî ðåáðî èç Parti(a) ïîêðàøåíî â öâåò,
íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó (n + 1)(Ni n fSig). Âìåñòå ñ òåì, òàêîå ðåáðî
äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì, ïîñêîëüêó ñðåäè ðåáåð, èíöèäåíòíûõ a, íå áî-
ëåå n ðåáåð ìîæåò áûòü ïîêðàøåíî â öâåòà, íå ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó
(n+ 1) nS

i=1(Ni n fSig). Îáîçíà÷èì ýòî ðåáðî ÷åðåç e0i. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî
i 2 1; n ðîâíî îäíî ðåáðî èç Parti(b) ïîêðàøåíî â öâåò, íå ïðèíàäëåæàùèéìíîæåñòâó (n + 1)3(Ni n fSig). Äàííîå ðåáðî îáîçíà÷èì ÷åðåç e00i . ßñíî, ÷òîñðåäè ðåáåð e001; e002; : : : ; e00n íåò äâóõ ðåáåð, ïîêðàøåííûõ â îäèí è òîò æå öâåò.Ïîêàæåì, ÷òî ðåáðà e0i è e00i äîëæíû áûòü ñìåæíûìè äëÿ ëþáîãî i. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ðàññìîòðèì ðåáðî e� 2 Parti(a), ñìåæíîå ñ ðåáðîì
e00i . Öâåò ðåáðà e� áîëüøå öâåòà ðåáðà e00i . Â ìíîæåñòâå Parti+n(b) îáÿçàòåëü-íî åñòü ðåáðî e��, öâåò êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öâåòîì ðåáðà e�. Íî òîãäà äëÿ
ïóòè, ñîäåðæàùåãî ðåáðà e�; e00i ; e��, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå L-ðàíæèðîâàíèÿðåáåð. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, äëÿ ëþáîãî i 2 1; n ðåáðà e0i è e00i äîëæíû áûòü ñìåæíûìè.

Íî òîãäà â ÷àñòÿõ Parti(a) è Parti(b) ðåáðà e0i è e00i èìåþò îäèíàêîâûé
íîìåð ki. Ïîñêîëüêó, ðåáðà e001; e002; : : : ; e00n îêðàøåíû â ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
öâåòà, òî fjk1; jk2; : : : ; jkng = f1; 2; : : : ; ng. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó ðåáðà
e01; e02; : : : ; e0n îêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà, òî f c(e01)(n+1)5 ; c(e02)(n+1)5 ; : : : ; c(e0n)(n+1)5g =
f1; 2; : : : ; ng (íàïîìíèì, ÷òî c(e0i) � öâåò, â êîòîðûé ïîêðàøåíî ðåá-
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ðî e0i). Íî òîãäà ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò íàáîð èç n òðîåê M 0 =
f(x1; yjk1 ; z c(e01)

(n+1)5
); (x2; yjk2 ; z c(e02)

(n+1)5
); : : : ; (xn; yjkn ; z c(e0n)

(n+1)5
)g ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå ðåáåð ãðàôà G, òî
ñóùåñòâóåò è ìíîæåñòâî M 0 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü ñïðàâåäëèâîñòü è îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà âõîäà
çàäà÷è ÐÑÐ äëÿ ïàðû (G;L) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà
çàäà÷è î òðåõìåðíîì ñî÷åòàíèè � ìíîæåñòâà M . Ïîýòîìó çàäà÷à î òðåõ-
ìåðíîì ñî÷åòàíèè ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ÐÑÐ â êëàññå ãðàôîâ
fK2;i : i = 1; 2; : : :g. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûì.
Ëåììà 5.1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5.1. Êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî ëåììå 5.1 êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûì.
Äîêàæåì åãî ìèíèìàëüíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 Bat
êëàññ Bat \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ïðîñòûì. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé
ãðàô èç êëàññà Bat \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì
ãðàôà KjV (G)j;jV (G)j, ëèáî ãðàôîì âèäà K1;i, ëèáî ïóñòûì ãðàôîì. Çàäà-
÷à ÐÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå ãðàôîâ fK1;i : i = 1; 2; : : :g,
ïîñêîëüêó îíà ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ
ïðåäñòàâèòåëåé. Ãðàô KjV (G)j;jV (G)j ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåèçî-ìîðôíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì G 2 Bat
êëàññ Bat \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ïðîñòûì. Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.6 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ

Bat ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ãðàíè÷íûì.
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5.2.2 Î ìèíèìàëüíîé ÐÑÐ-ñëîæíîñòè êëàññîâ ãðàôîâ Comb; Camomile è Clique

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ çàäà÷è ÐÑÐ áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî íåêîòî-
ðîå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íîâûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. Îíî ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî ïîêàçàòü, ÷òî
êëàññû Comb; Camomile è Clique ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
Íàïîìíèì, ãðàô H íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, åñëè H ïîëó÷àåòñÿ ñòÿ-

ãèâàíèåì ðåáåð íåêîòîðîãî ïîäãðàôà ãðàôà G. Êëàññ ãðàôîâ, çàìêíóòûé
îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ìèíîðàì åãî ãðàôîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðíî çàìêíó-
òûì. Ëþáîé ìèíîðíî çàìêíóòûé êëàññ X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì
ñâîèõ çàïðåùåííûõ ìèíîðîâ S, ýòî áóäåì çàïèñûâàòü òàê: X = Freem(S).Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Í. Ðîáåðòñîíà è Ï. Ñåéìóðà ìèíèìàëüíîå (ïî îòíî-
øåíèþ ¾áûòü ìèíîðîì ãðàôà¿) ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ìèíîðîâ ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì äëÿ ëþáîãî ìèíîðíî çàìêíóòîãî êëàññà. Íàïðèìåð, äëÿ êëàññà
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ äàííîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ fK3;3; K5g ïî êðèòåðèþ
Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî.
Êëàññ ãðàôîâ X áóäåì íàçûâàòü ìèíîðîì êëàññà Y , åñëè äëÿ ëþáîãî

ãðàôà H 2 X ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G 2 Y , ÷òî H � ìèíîð ãðàôà G.
Ýôôåêòèâíûì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ìèíîðà êëàññà ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå ñèëüíîãî ìèíîðà êëàññà ãðàôîâ. Êëàññ X áóäåì íàçûâàòü ñèëüíûì
ìèíîðîì êëàññà Y , åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî ïðîèçâîëüíîìó ãðàôó H 2 X âû÷èñëÿåò ãðàô G 2 Y è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåéñòâèé íàä íèì, ñîñòîÿùóþ èç ñåðèè óäàëåíèé âåðøèí è ðåáåð,
à çàòåì èç ñåðèè ñòÿãèâàíèé ðåáåð, âûïîëíåíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ãðàôó H.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü X � êëàññ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à ÐÑÐ íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Òîãäà òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò
ëþáîé êëàññ, äëÿ êîòîðîãî X ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � ñèëüíûé ìèíîð êëàññà Y . Ïîêàæåì, ÷òî
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çàäà÷à ÐÑÐ äëÿ ãðàôîâ èç X ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ
ãðàôîâ èç Y . Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Ïóñòü H 2 X è L � âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÐÑÐ, C � ìàêñèìàëüíûé

öâåò â ìíîæåñòâàõ èç L. Ïóñòü G � ãðàô, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äëÿ H
ïîñòóëèðóåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñèëüíîãî ìèíîðà êëàññà. Ãðàô H ïîëó÷àåòñÿ
èç G óäàëåíèåì âåðøèí è ðåáåð è ïîñëåäóþùèì ñòÿãèâàíèåì íåêîòîðûõ
ðåáåð. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òåõ ðåáåð G, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ ðåáðàìè
ãðàôà H. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî òàêèõ ðåáåð G. Ïóñòü E1 � ìíîæåñòâî ðåáåð
G, êîòîðûå â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ H ñòÿãèâàþòñÿ, à E2 = E(G) n (E [ E1).Ïî îïðåäåëåíèþ ñèëüíîãî ìèíîðà êëàññà ãðàôîâ ñàì ãðàô G è ìíîæåñòâà
E;E1; E2 âû÷èñëÿþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî L0
íàçíà÷åíèé äîïóñòèìûõ öâåòîâ ðåáðàì G ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè e 2 E,
òî ïîëîæèì L0(e) ðàâíûì îáúåäèíåíèþ öâåòîâ èç L(e), óâåëè÷åííûõ íà jE1j.Ïðîíóìåðóåì âñå ðåáðà èç E1 ÷èñëàìè îò 1 äî jE1j. Äëÿ ðåáðà e 2 E1 c íî-ìåðîì i ïîëîæèì L0(e) = fig. Ïðîíóìåðóåì âñå ðåáðà èç E2 ÷èñëàìè îò 1 äî
jE2j. Äëÿ ðåáðà e 2 E2 c íîìåðîì i ïîëîæèì L0(e) = fC+ jE1j+ ig. Î÷åâèäíî,
÷òî L0-ðàíæèðîâàíèå ðåáåð ãðàôà G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå ðåáåð ãðàôà H. Âìåñòå ñ òåì, äëèíà âõîäíûõ
äàííûõ ïàðû (G;L0) îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû
âõîäíûõ äàííûõ ïàðû (H;L). Îòñþäà ñëåäóåò îáîçíà÷åííîå â ïðåäûäóùåì
àáçàöå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå. Òåîðåìà 5.2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5.2 ïîçâîëÿåò ïî óæå èçâåñòíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì ñëó÷àÿì ñòðîèòü

íîâûå ÐÑÐ-ñëîæíûå ñëó÷àè. Òàê, íàïðèìåð, êëàññ Bat ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì
ìèíîðîì êëàññîâ Comb è Clique, à êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì
êëàññà Camomile. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 5.2 êëàññû Comb; Camomile è Clique
ÿâëÿþòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
Òåîðåìà 5.3. Êëàññû Comb; Camomile è Clique ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíû-

ìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ êëàññîâ Comb è Clique ðàññóæäåíèÿ àíàëî-
ãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.1. Êàæäûé ãðàô ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî
êëàññà X � Camomile èìååò íå áîëåå ÷åì C = C(X ) íåëèñòîâûõ âåðøèí.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.5 êëàññ X ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ïðîñòûì. Òåîðåìà 5.3 äîêàçà-
íà.
Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî, êàêèì îáðàçîì óñòðîåíî ìíîæåñòâî âñåõ

ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ. Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íî
îïðåäåëåííûìè ìèíèìàëüíûìè ÐÑÐ-ñëîæíûìè êëàññàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
êëàññû Clique;Bat; Comb;Star; Camomile. Òàì æå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åäèí-
ñòâåííûì ìèíîðíî çàìêíóòûì ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì ÿâëÿåò-
ñÿ êëàññ Comet.
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.6 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êëàññû

Comb; Camomile è Clique ÿâëÿþòñÿ ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè.
5.3 Íîâûå ÐÑÐ-ãðàíè÷íûå ñëó÷àè
Íàïîìíèì, ÷òî âî âòîðîé ãëàâå ýòîé äèññåðòàöèè (òåîðåìà 2.7) áûëî äîêà-

çàíî, ÷òî êëàññ ~T ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ãðàíè÷íûì. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
ýòîé òåîðåìû íåòðóäíî ïîêàçàòü ÐÑÐ-ãðàíè÷íîñòü åùå òðåõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Ïî ñòðîåíèþ èõ ãðàôîâ îíè áëèçêè ê êëàññó ~T . Ïîýòîìó ïðèâåäåì îïðåäåëå-
íèÿ âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõ êëàññîâ (ò.å. âêëþ÷àÿ êëàññ ~T ) ñ åäèíûõ ïîçèöèé.
Àääèòèâíûì çàìûêàíèåì êëàññà X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ

ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò X .
1. ~T � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáðà, èíöèäåíòíîãî äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðîé
âåðøèíå ïóòè
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2. ~D � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðûì
äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì âåðøèíàì ïóòè

3. T̂ � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è íåêîòîðûì
äâóì âåðøèíàì ïóòè, îòñòîÿùèì â ïóòè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2

4. D̂ � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå àääèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñå-
âîçìîæíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì âåðøèíû ê íåêî-
òîðîìó ïóòè è ðåáåð, èíöèäåíòíûõ äîáàâëåííîé âåðøèíå è òðåì ïîñëå-
äîâàòåëüíûì âåðøèíàì ïóòè

5.4 Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êëàññîâ ãðàôîâ èç íåêîòîðîãî ñåìåé-
ñòâà ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ÐÑÐ è ñëåäñòâèÿ
èç íåå

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâî M êëàññîâ ãðàôîâ. Íàñëåäñòâåííûé
êëàññ ãðàôîâ X ïðèíàäëåæèòM , åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
� íè îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X
� åñëè õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X , òî
õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ è ñèëüíûì ìèíîðîì X .

Èíòåðåñ ê êëàññó M îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-
ïåðâûõ, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êðèòåðèé ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
ÐÑÐ äëÿ êëàññîâ èçM . Âî-âòîðûõ,M ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëü-
íûì ñåìåéñòâîì êëàññîâ ãðàôîâ. Òàê, âñå ìèíîðíî çàìêíóòûå êëàññû ïðè-
íàäëåæàò ñåìåéñòâóM (ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ), äàëåå áóäåò äî-
êàçàíî, ÷òî è âñå êîíå÷íî îïðåäåëåííûå êëàññû åìó ïðèíàäëåæàò.
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5.4.1 Îöåíêè êîëè÷åñòâ âåðøèí, ñòåïåíåé âåðøèí è äèàìåòðîâ ãðàôîâ èçíåêîòîðûõ êëàññîâ
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ

íåçàâèñèìûì, à ìíîæåñòâî ïîïàðíî ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ
êëèêîé. Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ
ðåáåð. Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ðåáðà,
êîòîðîå ñìåæíî ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðåáðàìè äàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.
Ëåììà 5.2. Ëþáîé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè, èìåþùèìè ñòåïåíè îò 1 äî

�, ñîäåðæèò ïîðîæäåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ d n2�2e ðåáðàìè.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. 2-Ñôåðîé Be (ñ öåíòðîì â ðåáðå e 2 E(G)) ãðàôà

G íàçîâåì ìíîæåñòâî òåõ ðåáåð G, êîòîðûå â ðåáåðíîì ê G ãðàôå îòñòîÿò
îò âåðøèíû e íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì 2. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî e 2 E(G)
2-ñôåðà Be ñîäåðæèò íå áîëåå 1 + 2(� � 1) + 2(� � 1)2 = 2�(� � 1) + 1 <
2�2 ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè H ãðàôà G
ñîäåðæèò ïîðîæäåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ d jE(H)j2�(��1)+1e ðåáðàìè, êîòîðîå ìîæåòáûòü ïîñòðîåíî ìåòîäîì ïåðâîãî ïîäõîäÿùåãî. Åñëè H íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì,
òî jE(H)j � jV (H)j è ïîýòîìó d jE(H)j2�(��1)+1e � d jV (H)j2�(��1)+1e � d jV (H)j2�2 e. ÏóñòüòåïåðüH ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðàâíî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
d jE(H)j2�(��1)+1e = d jV (H)j�12�(��1)+1e � d jV (H)j2�2 e. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü k = d jV (H)j�12�(��1)+1eè d jV (H)j2�2 e � k + 1. Òîãäà jV (H)j � 2�2k + 1 (èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà) è
ïîýòîìó d jV (H)j�12�(��1)+1e � d 2�2k+1�12�(��1)+1e � d 2�2k2�(��1)+1e. Çàìåòèì, ÷òî d 2�2k2�(��1)+1e =dk+ k(2��1)2�(��1)+1e � k+1, ò.ê. 2� > 1 è k 2 N (ïîñêîëüêó jV (H)j > 1). Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè H ãðàôà G ñîäåðæèò ïîðîæäåí-

íîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ d jV (H)j2�2 e ðåáðàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ñàì ãðàô
G ñîäåðæèò ïîðîæäåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ d n2�2e ðåáðàìè (íàïîìíèì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1; x2; : : : ; xk âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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dx1e+ : : :+ dxke � dx1 + : : :+ xke). Ëåììà 5.2 äîêàçàíà.
Øèðîêî èçâåñòíà òåîðåìà Ðàìñåÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáîé ãðàô ñ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí ñîäåðæèò ëèáî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ëèáî
êëèêó ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí â
ãðàôå, îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùåì ëèáî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ñ a âåðøèíàìè,
ëèáî êëèêó c b âåðøèíàìè, ÷åðåç R(a; b).
Ëåììà 5.3. Ïóñòü G 2 Free(fKi; K2;i; Combi; Si; Camig) (i � 2) è

x 2 V (G). Òîãäà âåðøèíà x èìååò ìåíåå 2iR2(i; i) + R(iR(i; i); i) íåëèñòî-
âûõ ñîñåäåé.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì N(x) è óäàëèì èç íåå âñå ëèñòüÿ ãðàôà
G. Îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà N1 è N2. Ïîäìíî-æåñòâî N1 ñîñòàâëÿþò òå âåðøèíû y, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
N(y) � N(x)[ fxg. Ïîäìíîæåñòâî N2 îáðàçóþò âåðøèíû, èìåþùèå õîòÿ áûîäíîãî ñîñåäà, íåñìåæíîãî ñ âåðøèíîé x.
Êàæäàÿ âåðøèíà èç N(x) èìååò íå áîëåå ÷åì R(i; i�1)�1 ñîñåäíèõ âåðøèí

â N(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ñóùåñòâîâàëà âåðøèíà y 2 N(x) ñ íå ìåíåå
÷åì R(i; i�1) ñîñåäÿìè èç N(x), òî N(y)\N(x) ñîäåðæàëà áû ëèáî íåçàâèñè-
ìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà i, ëèáî êëèêó ñ i� 1 âåðøèíîé. Íî òîãäà G ñîäåðæàë
áû ëèáî Combi, ëèáîKi â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà. Âî ìíîæåñòâå N2ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî N 02 òåõ âåðøèí, êîòîðûå ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé
âåðøèíîé èç N1. Ïîäãðàô H ãðàôà G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí
N1 [ N 02, íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ïðè÷åì ñòåïåíü êàæäîé åãî
âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò R(i; i�1)�1. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî N1[N 02 ñîäåðæèòíå áîëåå 2(i� 1)(R(i; i� 1)� 1)2 < 2iR2(i; i) âåðøèí, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïî ëåììå 1 èìåþòñÿ 2i âåðøèí èç N1 [N 02, ïîðîæäàþùèõ â G ïàðîñî÷åòàíèå
(è G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé ïîäãðàô Cami). Çíà÷èò, jN1j < 2iR2(i; i).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N2. ×åðåç N (1)2 îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå íåçàâè-
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ñèìîå ïîäìíîæåñòâî N2, à ÷åðåç N (2)2 ìíîæåñòâî fz : 9y 2 N (1)2 ; z 2
N(y)n (N(x)[fxg)g. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî
V = fu1; u2; : : : ; ukg � N (2)2 , äîìèíèðóþùåå N (1)2 (ò.å. N (1)2 � kS

j=1N(uj)).
Òàêîå ìíîæåñòâî îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò, ò.ê. êàæäàÿ âåðøèíà ìíîæåñòâà
N (1)2 ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç N (2)2 . Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè V
ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû v1; v2; : : : ; vk, ÷òî äëÿ ëþáîãî s 2 1; k âåðøèíà
vs ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N(us) n kS

j=1;j 6=sN(uj). ßñíî, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà
V ñìåæíà ñ íå áîëåå ÷åì i � 1 âåðøèíàìè èç N (1)2 (ò.ê. G 2 Free(fK2;ig)) èïîýòîìó k = jV j � jN (1)

2 ji�1 . Ìíîæåñòâî V ñîäåðæèò íå áîëåå R(i; i)� 1 ýëåìåí-
òîâ, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà
i, âåðøèíû êîòîðîãî âìåñòå ñî ñìåæíûìè èì âåðøèíàìè èç fv1; v2; : : : ; vkg èâåðøèíîé x ïîðîæäàþò â G ïîäãðàô Si. Çíà÷èò, k < R(i; i) è jN (1)2 j < iR(i; i).
Ïîíÿòíî, ÷òî jN2j � R(jN (1)2 j + 1; i � 1) � 1 è ïîýòîìó jN2j < R(iR(i; i); i).
Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñ îöåíêîé íà ìîùíîñòü N1 çàêëþ÷àåì, ÷òî xèìååò íå áîëåå ÷åì 2iR2(i; i) + R(iR(i; i); i) íåëèñòîâûõ ñîñåäåé. Ëåììà 5.3
äîêàçàíà.
Ëåììà 5.4. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô èç Free(fComig) è i � 2. Òîãäà

ëèáî äèàìåòð G íå ïðåâîñõîäèò 2i � 1, ëèáî êàæäàÿ âåðøèíà G èìååò íå
áîëåå ÷åì i� 1 ñîñåäíèõ ëèñòüåâ.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü äèàìåòð G íå ìåíåå ÷åì 2i è íåêîòîðàÿ

âåðøèíà x èìååò i ñîñåäíèõ ëèñòüåâ. Ïóñòü y è z � äâå âåðøèíû, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíåå ÷åì 2i. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ âåðøèíà x0 2 fy; zg, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íåé è x íå ìåíåå i. Ââèäó
ñâÿçíîñòè G ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííûé ïóòü P , ñîåäèíÿþùèé x è x0, ñîäåð-
æàùèé íå ìåíåå ÷åì i+ 1 âåðøèí. Ïóòü P íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ëèñòîâîãî
ñîñåäà x, ò.ê. åãî äëèíà íå ìåíåå ÷åì 2. Íåêîòîðûå âåðøèíû P è íåêîòîðûå
ñîñåäíèå ñ x ëèñòüÿ G ïîðîæäàþò ïîäãðàô, èçîìîðôíûé Comi. Ïîëó÷àåì
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ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 5.4 äîêàçàíà.
Âåðøèíó ñòåïåíè 2 â ãðàôå íàçîâåì âíóòðåííåé, åñëè åå ñîñåäè íå ñìåæíû.
Ëåììà 5.5. Ïóñòü H1 2 ~T ; H2 2 ~D; H3 2 T̂ ; H4 2 D̂ è G � ñâÿçíûé

ãðàô áåç âíóòðåííèõ âåðøèí ñ íå ìåíåå ÷åì òðåìÿ âåðøèíàìè, ïðè-
íàäëåæàùèé êëàññó Free(fH1; H2; H3; H4g). Òîãäà G èìååò íå áîëåå ÷åì�8n2�2+20n�+1�1��1 âåðøèí, ãäå � � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà G,
à n = max(jV (H1)j; jV (H2)j; jV (H3)j; jV (H4)j).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîñêîëüêó G ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíûì ãðàôîì è ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ âåðøèí, òî � � 2. Ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ñ äèàìåòðîì d è íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé
âåðøèí �0 > 1 èìååò íå áîëåå ÷åì 1 + �0 + �02 + : : : + �0d = �0d+1�1�0�1 âåð-
øèí. Èç ýòîãî è ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèàìåòð G íå ìåíåå
8n2�2 + 20n� + 1. Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû G, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðû-
ìè ðàâíî äèàìåòðó, è ïîðîæäåííûé ïóòü ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè. Óäàëèì
êðàéíèå âåðøèíû ýòîãî ïóòè è ïîëó÷èì ïóòü P = (u1; u2; : : : ; uk). Ïîíÿòíî,÷òî k � 8n2�2 + 20n�. Êàæäàÿ âåðøèíà ïóòè P ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé
âåðøèíîé èç V (G) n V (P ) (ïîñêîëüêó G íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ âåðøèí è
P ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïóòåì). Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí
èç V (G) n V (P ), êîòîðûå ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ïóòè P . Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû v 2 V ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Iv = fi : (v; ui) 2 E(G)g.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i; j 2 1; k; j� i = 2n�+2 ñóùåñòâóþò òàêàÿ âåð-

øèíà v 2 V è òàêèå i�; j� 2 Iv, ÷òî i+n � i� � j� � j�n; Iv\i� � n; i� � 1 = ;
è ÷òî Iv\j� + 1; j� + n = ;. Ðàññìîòðèì âåðøèíó ui+�n+1, ó íåå åñòü ñîñåä, íåïðèíàäëåæàùèé P . Îáîçíà÷èì ýòîãî ñîñåäà ÷åðåç v. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà
I1 = fp 2 Iv : i � p � i+�n+1g[fig è I2 = fq 2 Iv : i+�n+1 � q � jg[fjg.
Ïóñòü i0 = i < i1 < : : : < is = i+�n+ 1 � âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I1. Õîòÿáû îäíà èç s � � ðàçíîñòåé is � is�1; is�1 � is�2; : : : ; i1 � i0 íå ìåíüøå n + 1
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(ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå). Òîãäà ñðåäè i1; i2; : : : ; is åñòü ÷èñëî i�, äëÿ êîòîðî-
ãî Iv \ i� � n; i� � 1 = ;. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è âî
ìíîæåñòâå I2 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò j� 2 Iv, äëÿ êîòîðîãî Iv\ j� + 1; j� + n = ;.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v 2 V è ÷èñëà i0; j0 2 Iv, äëÿ êîòîðûõ

n+1 � i0 � j0 � k�n; Iv\ i0 � n; i0 � 1 = ; è Iv\j0 + 1; j0 + n = ;. Îáîçíà÷èì
÷åðåç A ìíîæåñòâî âåðøèí fui0�n; ui0�n+1; : : : ; ui0g, à ÷åðåç B ìíîæåñòâî âåð-
øèí fuj0; uj0+1; : : : ; uj0+ng. Åñëè j0 = i0, òî ìíîæåñòâî A[B[fvg ïîðîæäàåò â
G íàäãðàô ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôàH1. Åñëè j0 = i0+1, òî ìíîæå-
ñòâî A[B[fvg ïîðîæäàåò â G íàäãðàô ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
H2. Åñëè j0 = i0+2, òî ìíîæåñòâî A[B[fui0+1; vg ïîðîæäàåò âG íàäãðàô ëþ-
áîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëèáî ãðàôàH3 (åñëè (v; ui0+1) 62 E(G)), ëèáî ãðàôà
H4 (åñëè (v; ui0+1) 2 E(G)). Ïóñòü òåïåðü j0 > i0+2. Åñëè (v; ui0+1) 62 E(G), òî
ìíîæåñòâî âåðøèí A [ B [ fv; ui0+1g ïîðîæäàåò â G íàäãðàô ëþáîé êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà H1. Åñëè æå (v; ui0+1) 2 E(G), òî ìíîæåñòâî âåðøèí
A[B[fv; ui0+1g ïîðîæäàåò â G íàäãðàô ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà
H2.Âî ìíîæåñòâå V (P ) âûäåëèì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
V1; V2; : : : ; V4n�, ãäå Vp = fu2n�(p�1)+5(p�1)+1; u2n�(p�1)+5(p�1)+2; : : : ; u2n�p+5pg.Òàêèå ïîäìíîæåñòâà îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó k �
8n2�2 + 20n�. Äëÿ êàæäîãî p ÷åðåç V 0p îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
Vp n fu2n�(p�1)+5(p�1)+1; u2n�p+5pg. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ìíîæåñòâî
V 0p ñîäåðæèò ¾îòðåçîê¿ ïóòè P ñ 2n�+3 âåðøèíàìè. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäû-
äóùèõ äâóõ àáçàöåâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî p åñòü òàêàÿ âåðøèíà vp 2 V
è òàêîé ãðàô Hp 2 fH1; H2; H3; H4g, ÷òî V 0p [ fvpg ïîðîæäàåò â G íàäãðàô
ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà Hp. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ p1 6= p2 íåòòàêèõ âåðøèí x 2 V 0p1 è y 2 V 0p2, ÷òî (x; y) 2 E(G). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ âåðøè-
íà G èìååò ñòåïåíü íå áîëåå �, òî äëÿ ëþáîãî i 2 1; 4n� ñóùåñòâóåò íå áîëåå
÷åì � ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà fV 01 [fv1g; V 02 [fv2g; : : : ; V 04n�[fv4n�gg, êîòîðûåñîäåðæàò âåðøèíû, ñìåæíûå ñ vi. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òîñðåäè v1; v2; : : : ; v4n� åñòü òàêèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå âåðøèíû vi1; vi2; : : : ; vi4n
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(êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî v1; v2; : : : ; v4n� ïî ïðàâèëó ïåðâîãî ïîäõî-
äÿùåãî), ÷òî G íå ñîäåðæèò ðåáðà, èíöèäåíòíîãî äâóì âåðøèíàì èç ðàçíûõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà fV 0i1 [ fvi1g; V 0i2 [ fvi2g; : : : ; V 0i4n [ fvi4ngg. Ïî ïðèíöèïóÄèðèõëå ñðåäè vi1; vi2; : : : ; vi4n ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû vj1; vj2; : : : ; vjn, ÷òîìíîæåñòâà V 0j1 [ fvj1g; V 0j2 [ fvj2g; : : : ; V 0jn [ fvjng ïîðîæäàþò ãðàôû, êàæäûéèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàäãðàôîì ëþáîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íåêîòîðîãî
ãðàôà H 2 fH1; H2; H3; H4g. Îáúåäèíåíèå ýòèõ íàäãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ íàä-
ãðàôîì H è ïîýòîìó G ñîäåðæèò H â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Ëåììà 5.5 äîêàçàíà.
Ãðàô H áóäåì íàçûâàòü ñòÿæêîé ãðàôà G, åñëè G ïîëó÷àåòñÿ ïîäðàçáè-

åíèÿìè ðåáåð H è H ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. ßñíî, ÷òî
ñòÿæêà ëþáîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
Äëÿ ìèíîðíî çàìêíóòûõ êëàññîâ ãðàôîâ ëåììà 5.5 ôîðìóëèðóåòñÿ è

äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîùå.
Ëåììà 5.6. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô èç Freem(fComig) (i � 2) ñ íå

ìåíåå ÷åì òðåìÿ âåðøèíàìè, � � íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà
G. Òîãäà ñòÿæêà ãðàôà G èìååò íå áîëåå ÷åì �(�+1)i+1�1��1 âåðøèí.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. ßñíî, ÷òî� > 1. ÏóñòüH
� ñòÿæêà ãðàôà G. Åñëè G � ïðîñòîé ïóòü, òî H = K2. Äëÿ òàêîãî ãðàôà Gíåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì. Ïîíÿòíî, ÷òî
H íå ñîäåðæèò âíóòðåííèõ âåðøèí, ïðè÷åì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí H íå ïðå-
âîñõîäÿò � è ñòåïåíü íåêîòîðîé âåðøèíû H ðàâíà â òî÷íîñòè �. Ðàññìîòðèì
â ãðàôå H ïîðîæäåííûé ïóòü P íàèáîëüøåé äëèíû (ò.å. ïóòü, ñîåäèíÿþùèé
äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû H). Äàííûé ïóòü ñîäåðæèò íå
ìåíåå ÷åì (� + 1)i + 2 âåðøèí (íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ñ äèà-
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ìåòðîì d è íàèáîëüøåé èç ñòåïåíåé âåðøèí �0 > 1 èìååò íå áîëåå ÷åì �0d+1�1�0�1âåðøèí). Êàæäàÿ íåêîíöåâàÿ âåðøèíà P ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
èç V (H) n V (P ), ïðè÷åì êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà H ñìåæíà ñ íå áîëåå ÷åì �
âåðøèíàìè P . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V1 ïåðâûõ �i íåêîíöåâûõ âåðøèí P .
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V2, ñîñòîÿùåå èç i âåðøèí ìíîæåñòâà V (H) n V (P ),
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç V1. Ðàññìîòðèìïîäãðàô H 0 ãðàôà H, îáðàçîâàííûé âñåìè íåêîíöåâûìè ðåáðàìè P è i ïðî-
èçâîëüíûìè ðåáðàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ èíöèäåíòíî îäíîé âåðøèíå èç V2è îäíîé âåðøèíå èç V1, ïðè÷åì â ñîâîêóïíîñòè âñå i ýòèõ ðåáåð èíöèäåíòíû
âñåì âåðøèíàì èç V2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç H 0 ñòÿãèâàíèåì íåêîòîðûõ åãî
ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü ãðàô Comi. Çíà÷èò, H ñîäåðæèò Comi â êà÷åñòâå ìè-íîðà. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì.
Ëåììà 5.6 äîêàçàíà.
5.4.2 Î ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî êëàññà ñåìåéñòâóM
Íàïîìíèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâàM ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ìèíîðíî

çàìêíóòûé êëàññ ãðàôîâ åìó ïðèíàäëåæèò. Ïîêàæåì, ÷òî è êàæäûé êîíå÷íî
îïðåäåëåííûé êëàññ ãðàôîâ ïðèíàäëåæèòM .
Ïóñòü X � íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xc ìíîæåñòâî

ñòÿæåê ãðàôîâ èç X . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 5.7. Ïóñòü íàñëåäñòâåííûé êëàññ X íå âêëþ÷àåò íè îäèí èç

êëàññîâ ~T ; ~D; T̂ ; D̂; Comet. Òîãäà [Xc] òîæå íå âêëþ÷àåò íè îäèí èç íèõ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî Y 2
f ~T ; ~D; T̂ ; D̂; Cometg èìååì Y � [Xc], òî äëÿ íåêîòîðîãî Y 0 2
f ~T ; ~D; T̂ ; D̂; Cometg ñïðàâåäëèâî Y 0 � X . Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåð-
æäåíèå ëåììû. Ïîäðàçáèåíèå ëþáûõ ðåáåð ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç Comet
(èëè èç ~T ) ïðèâîäèò ê åãî íàäãðàôó. Îòñþäà è íàñëåäñòâåííîñòè X ñëåäó-
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åò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ Y 2 fComet; ~T g (çäåñü Y 0 = Y).
Ðàññóæäåíèÿ â îñòàâøèõñÿ òðåõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íû è ïîýòîìó ïðèâåäåì äî-
êàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ Y = ~D. Èìåííî, äîêàæåì, ÷òî åñëè ~D � [Xc],òî X âêëþ÷àåò õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ ~T ; ~D; T̂ .
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü G(1)k � ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ âåðøè-

íû ê ïóòè P2k+1 è ðåáðà, èíöèäåíòíîãî äîáàâëåííîé âåðøèíå è ñðåä-
íåé âåðøèíå ïóòè. Ïóñòü G(2)k � ðåçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ êîíöîâ
äâóõ ïóòåé Pk+1 c äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü
G(3)k � ðåçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ êîíöîâ äâóõ ïóòåé Pk+1 c äâó-
ìÿ íåñìåæíûìè âåðøèíàìè öèêëà äëèíû 4. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì
k ñïðàâåäëèâî G(1)k 2 ~T ; G(2)k 2 ~D; G(3)k 2 T̂ . Ñóùåñòâóåò òàêîå k0, ÷òî
X � Free(fk0G(1)k0 ; k0G(2)k0 ; k0G(3)k0 g). Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Xc è ââèäó íàñëåä-ñòâåííîñòè X äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò ãðàô Hk 2 X c 3k êîìïîíåíòàìè
ñâÿçíîñòè, èç êîòîðîãî ñåðèåé ñòÿãèâàíèé ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü ãðàô 3kG(2)k .
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Hk ÿâëÿåòñÿ íàäãðàôîì ëèáî
G(1)k , ëèáî G(2)k , ëèáî G(3)k . Ïîýòîìó åñòü òàêîå ik 2 1; 3, ÷òî kG(ik)k ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì Hk. Ïóñòü k > k0. Çíà÷èò, kG(ik)k 2 X è k0G(ik)k0 2 X
(èç íàñëåäñòâåííîñòè X ). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå
áûëî íåâåðíûì. Ëåììà 5.7 äîêàçàíà.
Ëåììà 5.8. Êàæäûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ïðèíàäëåæèò M .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ, äëÿ
êîòîðîãî õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíî-
ðîì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X íå âêëþ÷àåò íè îäèí èç øåñòè êëàñ-
ñîâ Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique, ò.ê. èíà÷å îäèí èç êëàññîâ
Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ñóììó
êîëè÷åñòâ âåðøèí â ãðàôàõ èç Forb(X ). Ðàññìîòðèì ãðàô Gi;j, ãäå i 2 1; 4
è j 2 N, ôîðìèðóåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ïóòü ñ (j + 1)N + j�i
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âåðøèíàìè, ãäå �i = i äëÿ i 2 1; 3 è �4 = 3. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ýòîãî ïóòè
÷èñëàìè îò 1 äî (j +1)N + j�i ïîñëåäîâàòåëüíî îò îäíîãî êîíöà ê äðóãîìó èäîáàâèì ê íåìó j íîâûõ âåðøèí, êîòîðûå òàêæå ïðîíóìåðóåì ÷èñëàìè îò 1 äî
j. Äëÿ ëþáîãî k 2 1; j ðàññìîòðèì äîáàâëåííóþ âåðøèíó ñ íîìåðîì k. Ñîåäè-
íèì åå ðåáðîì ñ âåðøèíîé ïóòè ñ íîìåðîì kN+(k�1)+1 (åñëè i = 1), ðåáðàìè
ñ âåðøèíàìè ïóòè ñ íîìåðàìè kN+2(k�1)+1 è kN+2(k�1)+2 (åñëè i = 2),
ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè ïóòè ñ íîìåðàìè kN + 3(k � 1) + 1; kN + 3(k � 1) + 2
è kN + 3(k � 1) + 3 (åñëè i = 3), ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè ïóòè ñ íîìåðàìè
kN + 3(k � 1) + 1 è kN + 3(k � 1) + 3 (åñëè i = 4). Ïóñòü Zi = [ 1Sj=1fGi;jg].
ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 1; 4 êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì êëàññà
Zi. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ÷åòûðåõ êëàññîâ íå âêëþ-
÷åí â X . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 1; 4 ëþáîé ãðàô ñ N âåðøèíàìè èç Ziïðèíàäëåæèò ëèáî ~T (åñëè i = 1), ëèáî ~D (åñëè i = 2), ëèáî D̂ (åñëè i = 3),
ëèáî T̂ (åñëè i = 4). Ïîýòîìó âî ìíîæåñòâå Forb(X ) ñóùåñòâóþò ãðàôû, ïðè-
íàäëåæàùèå êàæäîìó èç ìíîæåñòâ ~T ; ~D; T̂ ; D̂. Ïî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
ýòî âåðíî òàêæå è äëÿ êëàññîâ Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique.
Ïî ëåììàì 5.3 è 5.4 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C1è C2 (çàâèñÿùèå îò ãðàôîâ èç Forb(X ), ïðèíàäëåæàùèõ

Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique), ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà-
ôà G 2 X ëèáî ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå áîëüøå C1, ëèáî äèàìåòð G íå
áîëüøå C2. Ïóñòü X1 � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ ãðàôîâ èç X ñî ñòåïåíÿìè
âñåõ âåðøèí íå áîëåå ÷åì C1. Ïóñòü X2 � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ ãðàôîâ
èç X ñ äèàìåòðîì íå áîëåå ÷åì C2. Ñòÿæêà ëþáîãî ãðàôà íå ñîäåð-
æèò âíóòðåííèõ âåðøèí. Ïîýòîìó ïî ëåììàì 5.5 è 5.7 ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà C3 (òàêæå çàâèñÿùàÿ îò ãðàôîâ èç Forb(X ), ïðèíàäëåæàùèõ
Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂), ÷òî ñòÿæêà ëþáîãî
ãðàôà èç X1 èìååò íå áîëåå ÷åì C3 âåðøèí. Ïî ëåììå 5.3 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà C4 (çàâèñÿùàÿ îò ãðàôîâ èç Forb(X ), ïðèíàäëåæàùèõ
Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂), ÷òî ëþáîé ãðàô èç X2
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èìååò íå áîëåå ÷åì C4 íåëèñòîâûõ âåðøèí.Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàôîâ èç fK2;i : i 2
Ng [ fSi : i 2 Ng [ fComi : i 2 Ng, ÿâëÿþùèõñÿ ìèíîðàìè õîòÿ áû îäíîãî
ãðàôà èç X1 (èíà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç êîëè÷åñòâ âåðøèí
ñòÿæåê ãðàôîâ èç X1, áûëà áû íåîãðàíè÷åííîé). Ýòî æå âåðíî è äëÿ êëàññà
X2. Ïîýòîìó íè îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet íå ìîæåò áûòü ìèíîðîì X .Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà 5.8 äîêàçàíà.
5.4.3 Êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÐÑÐ â ñåìåéñòâå M èñëåäñòâèÿ èç íåãî
Êðèòåðèåì ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÐÑÐ â ñåìåéñòâåM ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.4. Çàäà÷à ÐÑÐ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé äëÿ êëàñ-

ñà X 2M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet
íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì X .
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íàïîìíèì, ÷òî âñå òðè êëàññà Bat;Star; Comet ÿâ-

ëÿþòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûìè. Îòñþäà è òåîðåìû 5.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí
èç êëàññîâ Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì êëàññà X , òî çàäà÷à
ÐÑÐ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé â êëàññå X . Ïóñòü òåïåðü íè
îäèí èç ýòèõ òðåõ êëàññîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ìèíîðîì X . Òîãäà, ïî îïðå-
äåëåíèþ ñåìåéñòâàM , íè îäèí èç äàííûõ òðåõ êëàññîâ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì
X . Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå ãðàôû H1 2 Bat;H2 2 Star;H3 2 Comet, ÷òî
X � Freem(fH1; H2; H3g). Îòñþäà è íàñëåäñòâåííîñòè X ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå òàêîãî i = i(X ), ÷òî X � Free(fKi; K2;i; Combi; Si; Cami; Comig).Ïî àíàëîãèè ñ âòîðîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.8 (c èñïîëüçîâà-
íèåì ëåìì 5.3,5.4,5.6) ìîæíî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíñòàíòû C
(çàâèñÿùåé îò i è îò H3), ÷òî êàæäûé ñâÿçíûé ãðàô èç X ëèáî èìååò íå
áîëåå ÷åì C íåëèñòîâûõ âåðøèí, ëèáî åãî ñòÿæêà ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì
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C âåðøèí. Ïóñòü X1 � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ ãðàôîâ èç X ñ íå áîëåå ÷åì C
íåëèñòîâûìè âåðøèíàìè, à X2 � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ ãðàôîâ èç X , ñòÿæêè
êîòîðûõ ñîäåðæàò íå áîëåå C âåðøèí. Èç òåîðåìû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
ÐÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ãðàôîâ èç X1. Ïî ëåììå 2.4 è òåîðåìå
2.4 çàäà÷à ÐÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå X2. Ðàíæèðîâàíèå ðåáåðíåñâÿçíîãî ãðàôà åñòü ðàíæèðîâàíèå ðåáåð êàæäîé èç åãî êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè. Ïðèíàäëåæíîñòü ëþáîãî ãðàôà èç X êàæäîìó èç êëàññîâ X1;X2 ìîæíîïðîâåðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ÷èñëà âåðøèí âðåìÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à ÐÑÐ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà â êëàññå X . Òåîðåìà 5.4 äîêàçàíà.
Òåîðåìó 5.4 óäîáíî ïðèìåíÿòü, êîãäà èìååòñÿ íåêîòîðîå ïðàâèëî, ïîçâî-

ëÿþùåå îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet
ìèíîðîì çàäàííîãî êëàññà èç M . Ýòî ëåãêî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ìèíîð-
íî çàìêíóòûõ êëàññîâ, ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî òîëüêî ïðîâåðèòü, èìåþòñÿ
ëè â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå çàïðåùåííûõ ìèíîðîâ ãðàôû, ïðèíàäëåæàùèå
Bat;Star; Comet. Âìåñòå ñ òåì, ïðèìåíåíèå òåîðåìû 5.4 ê êîíå÷íî îïðå-
äåëåííûì êëàññàì âûçûâàåò íåêîòîðûå òðóäíîñòè. Íî òóò íàì ïîìîãàþò
ÐÑÐ-ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ, ïîëíîå îïèñàíèå êîòîðûõ áóäåò ïðåäñòàâëå-
íî äàëåå.
Òåîðåìà 5.5. ÐÑÐ-ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ

fBat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂g.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé èç 10 êëàññîâ

Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂ ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-
ãðàíè÷íûì. Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.2. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé
íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, íå âêëþ÷àþùèé íè îäèí èç äåñÿòè óêàçàííûõ
ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ïîêàæåì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ïðîñòûì. Ïî ëåììå 5.7
ñòÿæêà ëþáîãî ãðàôà èç X ïðèíàäëåæèò êëàññó Free(fH1; H2; H3; H4; H5g)äëÿ íåêîòîðûõ H1 2 ~T ; H2 2 ~D; H3 2 T̂ ; H4 2 D̂; H5 2 Comet. Äàëüíåéøèå
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ðàññóæäåíèÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó ÐÑÐ-ïðîñòîòû êëàññà X àíàëîãè÷íû äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 5.4 è îïèðàþòñÿ íà ëåììû 2.4,5.3,5.4,5.5 è íà òåîðåìû
2.4,2.5. Òåîðåìà 5.5 äîêàçàíà.
Êðèòåðèè ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÐÑÐ äëÿ ìèíîðíî çà-

ìêíóòûõ êëàññîâ è êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ñâÿçàíû ìåæäó ñî-
áîé. Èìåííî, õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet ÿâëÿåòñÿ (ñèëü-
íûì) ìèíîðîì íåêîòîðîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî êëàññà ãðàôîâ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âêëþ÷àåò õîòÿ áû èç îäèí êëàññîâ
Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique; ~T ; ~D; T̂ ; D̂. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì
5.4 è 5.5, ëåììû 5.8 è îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâàM .
Ïðè ïîìîùè òåîðåì 5.4 è 5.5 íåòðóäíî ïåðå÷èñëèòü âñå êîíå÷íî îïðå-

äåëåííûå ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå êëàññû è âñå ìèíîðíî çàìêíóòûå
ìèíèìàëüíûå ÐÑÐ-ñëîæíûå êëàññû.
Òåîðåìà 5.6. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ìèíèìàëüíûõ

ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ. Ýòî Bat;Star; Clique; Comb; Camomile. Åäèíñòâåí-
íûì ìèíîðíî çàìêíóòûì ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ
êëàññ Comet.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññû

Bat;Star; Clique; Comb; Camomile ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êëàññû Comet; ~T ; ~D; T̂ ; D̂ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî îïðå-
äåëåííûìè (äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ âñå ïðîñòûå öèêëû äëèíû 5 è
áîëåå ïðèíàäëåæàò ìèíèìàëüíîìó ìíîæåñòâó çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ
ïîäãðàôîâ). Ïóñòü X � ÐÑÐ-ñëîæíûé êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ, íå âêëþ-
÷àþùèé íè îäèí èç 5 êëàññîâ Bat;Star; Clique; Comb; Camomile. Ïî òåîðåìàì
1.1 è 5.5 êëàññ X âêëþ÷àåò õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Comet; ~T ; ~D; T̂ ; D̂. Ïî-
ñêîëüêó âñå ýòè êëàññû íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûìè, à X ÿâëÿåòñÿ
òàêîâûì, òî X íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõ ïÿòè êëàññîâ. Ïîýòîìó êëàññ
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X ñîäåðæèò ãðàô G, íå ïðèíàäëåæàùèé õîòÿ áû îäíîìó èç ïÿòè êëàññîâ
Comet; ~T ; ~D; T̂ ; D̂. Òîãäà êëàññ X \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûì (ïî
òåîðåìå 1) è ïîýòîìó êëàññ X íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì.
Ïî òåîðåìå 5.4 ëþáîé ìèíîðíî çàìêíóòûé ÐÑÐ-ñëîæíûé êëàññ îáÿçà-

òåëüíî âêëþ÷àåò õîòÿ áû îäèí èç êëàññîâ Bat;Star; Comet. Ñðåäè äàííûõ
êëàññîâ òîëüêî Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíîðíî çàìêíóòûì. Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ìèíîðíî çàìêíóòûì ìèíèìàëüíûì ÐÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì.
Òåîðåìà 5.6 äîêàçàíà.
Âîçìîæíî, ÷òî ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì fBat;Star; Comet; Comb; Camomile; Cliqueg.
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Ãëàâà 6

Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðàôîâ

6.1 Î çàäà÷àõ íà ãðàôàõ áåç ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ
Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1 êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ãðàôîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ �-ñëîæíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âêëþ÷àåò êàêîé-íèáóäü
�-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òåì ñàìûì, �-ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ
¾êðèòè÷åñêèìè¿ êëàññàìè, ò.å. îíè èãðàþò îñîáóþ ðîëü â àíàëèçå âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è �. Äðóãèìè åñòåñòâåííûìè ¾êðèòè÷åñêèìè¿
êëàññàìè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå �-ïðîñòûå è ìèíèìàëüíûå �-ñëîæíûå
êëàññû, ò.å. òóïèêîâûå íàñëåäñòâåííûå êëàññû ãðàôîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñëîæíîñòüþ � (ýëåìåíòû ãðàíèöû ìåæäó ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòüþ
è ¾òðóäíîðåøàåìîñòüþ¿). Ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ êëàññîâ íåò íè äëÿ îäíîé
çàäà÷è íà ãðàôàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû âî âòîðîì
ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû äàííîé äèññåðòàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
òèïà çàäà÷ íà ãðàôàõ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ òàêæå íå ñóùåñòâóåò.
Ðå÷ü èäåò î çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà êëàññó ãðàôîâ. Â
ýòîé çàäà÷å ôèêñèðîâàí êëàññ ãðàôîâ X è äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G òðåáóåòñÿ
îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè G êëàññó X èëè íåò. Òàêóþ çàäà÷ó
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ÐÏ[X ].
Òåîðåìà 6.1. Åñëè X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òî ëþáîé ÐÏ[X ]-

ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íåêîòîðûé êëàññ
ãðàôîâ Y ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÏ[X ]-ñëîæíûì. ßñíî, ÷òî ýòîò êëàññ
ñîäåðæèò ãðàô G, íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó X (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññ Y
áûë áû ÐÏ[X ]-ïðîñòûì). Ïóñòü Z = Y n (Y\Free(fGg)). Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ
Z ñîñòîèò èç ãðàôîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì.
Ò.ê. êëàññ ãðàôîâ X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è ãðàô G íå ïðèíàäëåæèò
ýòîìó êëàññó, òî ëþáîé ãðàô èç Z íå ïðèíàäëåæèò êëàññó X . Ïîýòîìó êëàññ
Z ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÐÏ[X ]. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÐÏ[X ] â êëàññå ãðàôîâ Y nZ = Y \Free(fGg) íå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÐÏ[X ]-ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Òåîðåìà 6.1 äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàäà-

÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ. Ãðàô
G íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé êðóãîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, åñëè ýòîò ãðàô
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ïåðåñå÷åíèé êðóãîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà, ïðèíàäëåæàùèõ
îäíîé ïëîñêîñòè. Êëàññ òàêèõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, êîòîðûé
îáîçíà÷èì ÷åðåç Udisk. Êëàññ âñåõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ÐÏ[Udisk]-ñëîæíûì [42].
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è ÐÏ[Udisk] è äëÿ âåðøèííîãî è ðåáåðíîãî âàðèàí-
òîâ çàäà÷è î k-ðàñêðàñêå ïðè k � 3 (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêàìè
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàñëåäñòâåííîìó êëàññó) íåò ìèíè-
ìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ.
6.2 Óñëîâèÿ è ïðèìåðû ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ

êëàññîâ ãðàôîâ
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàáîòû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òè-

ïîâ çàäà÷ íà ãðàôàõ íåò ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. Äëÿ íåêîòîðûõ
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çàäà÷ òàêèå êëàññû âñå-òàêè ñóùåñòâóþò. Òàê, ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ
ÂÑÐ-ñëîæíûõ è ÐÑÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû â
ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè. Òåîðåìà 6.1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
íåêîòîðûé èíñòðóìåíò äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ çàäà÷ íà ãðàôàõ,
äëÿ êîòîðûõ íåò ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. À íåëüçÿ ëè ïîëó÷èòü
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ, òàêæå ïðåòåíäóþ-
ùåå íà îïðåäåëåííóþ ñèñòåìàòè÷íîñòü? Òàêîãî ðîäà ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
òåîðåìà 6.2.
Òåîðåìà 6.2. Åñëè X ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì êëàññîì è X ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ïî îòíîøåíèþ R� = ¾áûòü ïîðîæ-
äåííûì ïîäãðàôîì¿, òî X ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé �-ñëîæíûé
ïîäêëàññ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ Y = fG1; G2; : : :g, ÷òî G1 2
X ; G2 2 X \ Free(fG1g); G3 2 X \ Free(fG1; G2g); : : : ; Gk 2 X \
Free(fG1; G2; : : : ; Gk�1g); : : : è ïðè ëþáîì k êëàññ X \Free(fG1; G2; : : : ; Gkg)ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ìíîæåñòâî Y íå ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íûõ öåïåé
ïî îòíîøåíèþ R�. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ öåïü ñóùåñòâóåò, òî âñå åå
ýëåìåíòû ðàçëè÷íû è îíè ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäåííûìè ïîäãðàôàìè íåêîòîðîãî
ãðàôà G. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. G ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Çíà÷èò, X ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ àíòèöåïü
ïî îòíîøåíèþ R�. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î òîì, ÷òî X � âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèþ R�. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå áûëî
íåâåðíûì. Òåîðåìà 6.2 äîêàçàíà.
Ïîä äåéñòâèå òåîðåìû 6.2 ïîïàäàþò âñå øåñòü èçâåñò-

íûõ ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ ñëó÷àåâ (íàïîìíèì, ÷òî ýòî
Bat;Star; Comet; Comb; Camomile; Clique). Èíûìè ñëîâàìè, âñå ýòè êëàñ-
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ñû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ÐÑÐ-ñëîæíûìè è íå ñîäåðæàò áåñêîíå÷íûõ
àíòèöåïåé ïî îòíîøåíèþ R�. Çíà÷èò, êàæäûé èç íèõ îáÿçàí ñîäåðæàòü
ìèíèìàëüíûé ÐÑÐ-ñëîæíûé ñëó÷àé (êàê îêàçàëîñü, îí ñîâïàäàåò ñ ñàìèì
êëàññîì). Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ áåñêîíå÷íûõ àíòèöåïåé îñíîâàíî íà
ðàññìîòðåíèè çàìûêàíèé ýòèõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî óäàëåíèé ðåáåð è íà
ñëåäóþùåì êðèòåðèè [51].
Ëåììà 6.1. Ìîíîòîííûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì

ìíîæåñòâîì ïî îòíîøåíèþ R� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò
êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàôîâ èç fCi : i � 3g [ fBi : i � 1g.
Òåîðåìà 6.2 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì. Â òåîðåìå 2.12 áûëî äîêàçàíî, ÷òî êëàññ Fence ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ÓÂÑÐ-ñëîæíûì êëàññîì. Îäíàêî, òàêîé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì ïî îòíîøåíèþ R�. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôîðìóëèðîâêà
òåîðåìû 6.2 îïåðèðóåò òîëüêî ñî ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè êëàññà X è â
íåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàêèå-òî ñîáñòâåííûå íàñëåäñòâåííûå ïîäìíîæåñòâà
X áûëè ñëîæíûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò óêàçàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f�kg çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ k-îãî ÷ëåíà êîòîðîé åñòü ìèíèìàëüíûé ñëîæíûéêëàññ ñ ÷èñëîì Äèëâîðòà (îòíîñèòåëüíî R�), ðàâíûì k, è äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà
êîòîðîé ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç k
êëàññîâ.
×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�kg � íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè

çàäà÷è î íàèáîëüøåì âçâåøåííîì 3-ðàñêðàøèâàåìîì ïîäãðàôå. Äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k â çàäà÷å �k çàäàíû ãðàô G è îòîáðàæåíèå c : E(G) �!
f�1;+1g. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ïîäãðàô H ãðàôà G, ÷òî H èìååò 3-
ðàñêðàñêó âåðøèí è âåëè÷èíà w(H) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Çíà-
÷åíèå w(H) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: w(H) = 0, åñëè ðàçìåð íàè-
áîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ãðàôà G íå ðàâåí k, è w(H) = P

e2E(H) c(e)
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Óòî÷íèì, ÷òî ïîä �k-ïðîñòûì ïîíèìàåòñÿ íàñëåäñòâåí-
íûé êëàññ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî äàííàÿ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà
ïðè ëþáîé ôóíêöèè c.
ßñíî, ÷òî êàæäûé �k-ñëîæíûé êëàññ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ãðàô ñ íàè-

áîëüøèì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì ìîùíîñòè k. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî åñëè
X ÿâëÿåòñÿ �k-ñëîæíûì, G 2 X è G èìååò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíî-
ñòè áîëåå ÷åì k, òî X \Free(fGg) òàêæå ÿâëÿåòñÿ �k-ñëîæíûì. Ïîýòîìó âñåìèíèìàëüíûå �k-ñëîæíûå êëàññû ñîñòîÿò èç ãðàôîâ, ó êîòîðûõ êàæäîå íåçà-
âèñèìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì k âåðøèí. Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäûé
ìèíèìàëüíûé �k-ñëîæíûé êëàññ äîëæåí áûòü áåñêîíå÷íûì, ïîýòîìó ëþáîéòàêîé êëàññ äîëæåí ñîäåðæàòü âñå êëèêè. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðàì-
ñåÿ.
Â êà÷åñòâå çàÿâëåííîãî êëàññà Xk ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãðàôîâ

1S
i=1fKi � Kj : j 2 0; k � 1g (ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ki � K0 = Ki).
Î÷åâèäíî, ÷òî Xk � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ è DilR�(Xk) = k. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî Xk óäîâëåòâîðÿåò òàêæå âñåì íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì ê
ìèíèìàëüíûì �k-ñëîæíûì êëàññàì, îáîçíà÷åííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå.
Ëåììà 6.2. Äëÿ ëþáîãî s êëàññ Xs ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �s-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî êëàññ Xs ÿâëÿåòñÿ �s-ñëîæíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûõ
ãðàôîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ Y çàìêíóò íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ
âåðøèí, íî åùå è îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì s
NP-ïîëíàÿ çàäà÷à ÐÏ[Y ] ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å �s â êëàññå Xs.Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü NP-ïîëíîòà çàäà÷è �s â êëàññå Xs.Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G. Äîáàâèì ê G íåñêîëüêî ðåáåð äî ïîë-
íîãî ãðàôà è s� 1 èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó. Ïîëó÷èì ãðàô G0. Äëÿ êàæäîãî
e 2 E(G0)\E(G) ïîëîæèì c(e) = 1, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðåáåð e ãðàôà G0 ïî-
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ëîæèì c(e) = �1. Ïîíÿòíî, ÷òî ãðàôH � ðåøåíèå çàäà÷è �s äëÿ ãðàôà G0 íå
ñîäåðæèò íè îäíîãî ðåáðà ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè c (ïîñêîëüêó
êëàññ Y çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð). ßñíî, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ
âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w(H) = jE(G)j.
Îòñþäà ñëåäóåò çàÿâëåííàÿ â ïåðâîì àáçàöå ñâîäèìîñòü.
Äîêàæåì òåïåðü ìèíèìàëüíîñòü êëàññà Xs. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî G 2 Xs êëàññ Xs\Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ �s-ïðîñòûì. Ñðåäè ãðàôîâ èç
Xs \ Free(fGg) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðàôû âèäà Kn � Ks�1(ò.ê. âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå îòâåòà ìîæíî âçÿòü ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð èç âõîäíîãî ãðàôà). Ïóñòü G = Ki � Kj. Çàìåòèì,÷òî òîãäà n � i. Ñëåäîâàòåëüíî, âî ìíîæåñòâå Xs \ Free(fGg) ãðàôîâ âèäà
Kn�Ks�1 òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó çàäà÷à �s â êëàññå Xs\Free(fGg)ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Ëåììà 6.2 äîêàçàíà.
Ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî êëàññ Xs íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëü-íûì �s-ñëîæíûì êëàññîì ñ ÷èñëîì Äèëâîðòà, ðàâíûì s. Äëÿ ýòîãî ÷åðåç Ysîáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîðîæäåííûìè â ãðàôàõ èç

1S
i=1fKs �Kig. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî DilR�(Ys) = s. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì ëåììû 6.2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Ys � ìèíèìàëüíûé �s-ñëîæíûéêëàññ.
Èòàê, êëàññû Xk è Yk ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè �k-ñëîæíûìè. À ñóùåñòâó-

þò ëè äðóãèå òàêèå êëàññû? Âîîáùå, êàêèì îáðàçîì óñòðîåíî âñå ìíîæåñòâî
ìèíèìàëüíûõ �k-ñëîæíûõ êëàññîâ? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ñíà÷àëà íà-
ïîìíèì ïîíÿòèå ðàñùåïëÿåìîãî ãðàôà. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì,
åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí V ìîæíî òàê ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà
V1 è V2, ÷òî V1 ïîðîæäàåò â ãðàôå ïîëíûé ïîäãðàô, à V2 ïóñòîé ïîäãðàô.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå áåñêîíå÷íûå êëàññû èç ðàñùåïëÿåìûõ ãðàôîâ, ó
êîòîðûõ ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ðàâåí k. ×åðåç X (k)
îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ íàñëåäñòâåííûõ çàìû-
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êàíèé òàêèõ êëàññîâ. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 6.2 ìîæíî ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé êëàññ èç X (k) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �k-ñëîæíûì.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äðóãèõ òàêèõ êëàññîâ íåò.
Òåîðåìà 6.3. Âñå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ �k-ñëîæíûõ êëàññîâ ñîâïà-

äàåò ñ ìíîæåñòâîì X (k).
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìè-

íèìàëüíûé �k-ñëîæíûé êëàññ X , íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó X (k).
Ðàññìîòðèì òå ãðàôû èç X , ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè êîòîðûõ ðàâíî k. Â
äàííûõ ãðàôàõ ðàññìîòðèì ïîäãðàôû, ïîðîæäåííûå îáúåäèíåíèåì íàè-
áîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà è íàèáîëüøåé êëèêè. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèõ
ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ðàñùåïëÿåìûõ ïîäãðàôîâ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.
Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî çà Y . ßñíî, ÷òî íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà
Y âêëþ÷àåò êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò Z 2 X (k). Íî òîãäà Z � X è ïîýòîìó
X íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó
èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6.3 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðîì ïîëíîãî îïèñàíèÿ

ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ. Áîëåå òîãî, ïðè ëþáîì s ñåìåéñòâî X (s)
óäàåòñÿ ÿâíî îïèñàòü. Äëÿ ëþáûõ s è 1 � i � s ÷åðåç X �i îáîçíà÷èì íàñëåä-
ñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ãðàôîâ 1S

j=1fKi �Kj �Ks�ig. Ïîíÿòíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî s ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Xs = X �1 è Ys = X �s . Ïîêàæåì, ÷òî íàñàìîì äåëå X (s) = fX �1 ; : : : ;X �s g.
Ëåììà 6.3. Ïðè ëþáîì k ìíîæåñòâî X (k) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

fX �1 ; : : : ;X �k g.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ñîáñòâåííûé íàñëåäñòâåí-
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íûé ïîäêëàññ êàæäîãî êëàññà èç fX �1 ; : : : ;X �k g èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ãðàôîâ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè, ðàâíûì k. Ïîýòîìó fX �1 ; : : : ;X �k g � X (k).
Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ, ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðàñùåïëÿåìûõ ãðàôîâ ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè, ðàâíûì k. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî c êàæäûì ðàñùåïëÿåìûì ãðàôîì G 2 X çàäàíî ðàçëî-
æåíèå ìíîæåñòâà V (G) íà íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî V1 = V1(G)(ìîùíîñòè k) è íà êëèêó V2. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè V2 6= ;, òî êàæäàÿ âåðøèíà
èç V2 ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç V1, ïðè÷åì åñòü ïîäìíîæåñòâî
V 02 � V2 ìîùíîñòè íå ìåíåå ÷åì [ jV2j2k�1 ], ÷òî ëþáûå äâå åãî âåðøèíû èìåþò
îäèíàêîâûå çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè. Îòñþäà, ïðèíöèïà Äèðèõëå è íàñëåä-
ñòâåííîñòè X ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 1 � s � k èìååì X �s � X . Ïîýòîìó,
åñëè X 62 fX �1 ; : : : ;X �k g, òî è X 62X (k). Ëåììà 6.3 äîêàçàíà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�kg èç çàäà÷ íà ãðàôàõ ñîäåðæèò ïåðâûå ïðèìåðû

çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïèñàòü âñå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ
ñëîæíûõ ñëó÷àåâ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k �k-ãðàíè÷íàÿ ñèñòå-ìà òîæå ñîâïàäàåò ñ fX �1 ; : : : ;X �k g. Òåì ñàìûì êîíñòðóêòèâíî äîêàçàí ëþ-
áîïûòíûé ôàêò: äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò çàäà÷à íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðîé
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ è ãðàíè÷íàÿ ñèñòåìà ñîäåðæàò â
òî÷íîñòè ïî n ýëåìåíòîâ.
6.3 Î ñâÿçè è î íåçàâèñèìîñòè ïîíÿòèé ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî

è ãðàíè÷íîãî êëàññîâ ãðàôîâ
Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû è ãðàíè÷íûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ýêñòðå-

ìàëüíûìè, ¾êðèòè÷åñêèìè¿ ýëåìåíòàìè ðåøåòêè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ
ãðàôîâ. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ìåæäó íèìè äîëæíà áûòü êàêàÿ-òî ñâÿçü.
Ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ â ôîðìóëèðîâêàõ ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé,
êîòîðûå ëåãêî ìîãóò áûòü äîêàçàíû ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.
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Òåîðåìà 6.4. �-ãðàíè÷íûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì.

Òåîðåìà 6.5. Ìèíèìàëüíûé �-ñëîæíûé êëàññ X ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ãðàôà G 2 X ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî S = S(G), ÷òî êëàññ Free(S [ fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ïðîñòûì.
Âñå øåñòü èçâåñòíûõ ìèíèìàëüíûõ ÐÑÐ-ñëîæíûõ ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ òàêæå

è ÐÑÐ-ãðàíè÷íûìè. Ìîæíî óêàçàòü ïðèìåð, êîãäà ìèíèìàëüíûé ñëîæíûé
ñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì (ò.å. ñòðîãî âêëþ÷àåò ãðàíè÷íûé êëàññ).
Èìåííî, âî âòîðîé ãëàâå ýòîé äèññåðòàöèè (êîíêðåòíî, â òåîðåìå 2.12) áûëî
äîêàçàíî, ÷òî êëàññ Fence ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÓÂÑÐ-ñëîæíûì, à êëàññ~T � Fence ÿâëÿåòñÿ ÓÂÑÐ-ãðàíè÷íûì. Ëþáîé ìèíèìàëüíûé ñëîæíûé
êëàññ, ñòðîãî âêëþ÷àþùèé ãðàíè÷íûé ïîäêëàññ, íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðå-
äåëåííûì êëàññîì. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ëåììû
6.4, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåîðåìû 1.1.
Ëåììà 6.4. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì.
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