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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü

Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå äîñòèæåíèÿ ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû, ïðîáëåìà âû-

áîðà ñòðàòåãèé ëå÷åíèÿ ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé îñòà¼òñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ

ïðîáëåì ìåäèöèíû. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ðîñòà ðàêîâûõ êëåòîê

è ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ âèðóñîâ ïîñâÿùåíî ãðîìàäíîå ÷èñëî ðàáîò, òî âî-

ïðîñàì òåðàïèè çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê è âèðóñîâ ïîñâÿùåíî ñðàâíèòåëüíî

íåáîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ çàäà÷è âûáîðà

îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ìíîãîìåð-

íîé íåëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíè-

ÿìè. Âñ¼ ýòî äåëàåò èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåðàïèè âèðóñîâ è

êëåòîê àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Öåëü ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå âçàèìî-

äåéñòâèå ëåêàðñòâåííûõ ñðåäñòâ ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè ñ öåëüþ ïîèñêà îïòè-

ìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè (ëå÷åíèÿ). Ïîä ñòðàòåãèåé òåðàïèè ïîíèìàþòñÿ

ðåæèì è äîçà ïðèíèìàåìîãî ëåêàðñòâà. Ëåêàðñòâåííîå ñðåäñòâî, óíè÷òîæàÿ

áîëüíûå êëåòêè, ïîäâåðãàåò òàêæå óíè÷òîæåíèþ çäîðîâûå êëåòêè. Âîçíèêà-

åò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî

áîëüíûõ è çäîðîâûõ êëåòîê íàõîäèëîñü áû íà óðîâíå, ïðèåìëåìîì äëÿ æèçíå-

äåÿòåëüíîñòè ïàöèåíòà â òå÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè. Êðîìå òîãî, â ñèëó

òîêñè÷íîñòè, íà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåä-

ñòâà íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå. Â èòîãå, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íàðÿäó ñ

ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà äâóõñòîðîííÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè (÷èñëî áîëü-

íûõ êëåòîê â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè) â ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè òåðàïèè ãëèîìû.

2. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è âûæèâàåìîñòè â ìî-

äåëè òåðàïèè ãëèîìû (îòûñêàíèå ñòðàòåãèé òåðàïèè, îáåñïå÷èâàþùåé

ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïàöèåíòà ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷å-

íèÿõ íà ÷èñëî áîëüíûõ, çäîðîâûõ êëåòîê è ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà çà-

òðà÷åííîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà).

3. Ïîñòðîåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

òåðàïèè âèðóñà, èìåþùåãî ðåçèñòåíòíûé ê ëåêàðñòâó ìóòàíòíûé ïîä-

âèä.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, îäíàêî å¼ ðåçóëüòàòû ïîñëå ñîîò-

âåòñòâóþùåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè è óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ïðàêòèêå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ

ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿. Äîêëàä: ¾Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè âèðóñíûõ èíôåêöèé¿.

2010 ã.

2. III Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäàì â áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Îöåíêà êà÷åñòâà òåðàïèè

â ðàñïðåäåëåííîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê¿.

2011 ã.
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3. Êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿. Äîêëàä: ¾Çà-

äà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðàñïðåäå-

ëåííîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê¿. 2012 ã.

4. IV Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäàì â áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè

òåðàïèè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè áîëüíûõ êëåòîê¿. 2012 ã.

5. V Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäàì â áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Çàäà÷à âûæèâàåìîñòè â

ðàñïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè ãëèîìû¿. 2013 ã.

6. Íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿. Äîêëàä:

¾Âûáîð ñòðàòåãèé òåðàïèè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ

ëåêàðñòâà ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè¿. 2013 ã.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â 4-õ ðàáîòàõ, èç íèõ òðè [55], [56],

[58] ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ãëàâû

ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ, âòîðàÿ

� èç ñåìè ïàðàãðàôîâ, òðåòüÿ � èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

ñîäåðæèò 61 íàèìåíîâàíèé. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 119 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå òåðàïåâòè÷åñêîãî

ñðåäñòâà ñ áîëüíûìè è çäîðîâûìè êëåòêàìè è âèðóñàìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâóõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ðîñòà ðàêîâîé îïóõî-

ëè âûñîêîé èíâàçèâíîñòè (íàïðèìåð, ãëèîìû) è ðàçâèòèÿ âèðóñà ïîâûøåííîé

âàðèàáåëüíîñòè (íàïðèìåð, ÂÈ×). Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îïèñûâàþò äèíà-

ìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè â âèäå

èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê.
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Õîòÿ â ýòèõ çàáîëåâàíèÿõ ìàëî îáùåãî, íî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Òåðàïèÿ, îêàçûâàÿ áëàãîïðèÿòíîå âëèÿíèå íà

îäíè ïåðåìåííûå ñèñòåìû, òàêæå îêàçûâàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà äðóãèå.

Äëÿ ãëèîì ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â óíè÷òîæåíèè çäîðîâûõ êëåòîê ïîä âîçäåéñòâèå

õèìèîòåðàïèè, äëÿ ÂÈ× èíôåêöèé � â ñîçäàíèè óñëîâèé äëÿ äîìèíèðîâàíèÿ

òîé âàðèàöèè âèðóñà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé÷èâîé ê ëåêàðñòâó. Òàêèì

îáðàçîì, âûáîð ñòðàòåãèè òåðàïèè ÿâëÿåòñÿ êîìïðîìèññîì ìåæäó ýòèìè ïðî-

öåññàìè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âàæíûì èìåòü ñòðàòåãèþ

ëå÷åíèÿ, çàâèñÿùóþ îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ

ïîäîáíûé ìîíèòîðèíã ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäîì ëå÷åíèÿ âûáðàíà

¾ìåäëåííàÿ¿ òåðàïèÿ: õèìèîòåðàïèÿ ÷åðåç êðîâü èëè ïðè¼ì ëåêàðñòâ ÷åðåç

æåëóäî÷íî-êèøå÷íûé òðàêò. Â îòëè÷èå îò ðàäèîòåðàïèè, ïðè êîòîðîé ïðîèñ-

õîäèò, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ìãíîâåííîå óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâî ïîðàæàåìûõ

îáúåêòîâ, ¾ìåäëåííàÿ¿ òåðàïèÿ âîçäåéñòâóåò íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå ëå÷åíèÿ,

äàæå êîãäà íåïîñðåäñòâåííîãî ïðè¼ìà äîçû íå ïðîèçâîäèòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì

â îáåèõ ìîäåëÿõ ïðèñóòñòâóåò îòäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ó÷¼òà êîíöåíòðàöèÿ

ëåêàðñòâà.

Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè â äâóõ ýòèõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàçíûå. Â

ñëó÷àå âèðóñîâ ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà çàðàæåííûõ âèðó-

ñîì êëåòîê ê çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Â ñëó÷àå ãëèîì ñòàâèòñÿ çàäà÷à

âûæèâàåìîñòè, òî åñòü ïîèñê ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò

íàõîæäåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè â çàäàííîé îáëàñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå îêà-

çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Âî âòîðîì ñëó÷àå

çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò, ïîñâåù¼ííûõ ïîèñêó îïòèìàëüíûõ
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ñòðàòåãèé òåðàïèè è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàêîâûõ è âèðóñíûõ

çàáîëåâàíèé. Ïðîâîäèòñÿ îáçîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â

êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áèîëî-

ãè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëå÷å-

íèÿ ðàêîâîé îïóõîëè, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàêîâûõ êëåòîê

(c(x, t)) è êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà (h(x, t)) â òî÷êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè

t.

Îáëàñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.

Ôîðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:
∂c(x,t)
∂t = f1(c(x, t)) + Aαc(x, t)− k1c(x, t)g(h),

∂h(x,t)
∂t = −γh(x, t) + Aαh

h(x, t) + u(x, t).
(1)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c(x, 0) = c0(x) > 0, h(x, 0) = 0;

è êðàåâûå óñëîâèÿ äâóõ òèïîâ:

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (2)

èëè

c(x, t)|Γ×(0,T ] = 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0. (3)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåò äèíàìèêó ÷èñëà çëîêà÷åñòâåííûõ

êëåòîê. Ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ðîñò ÷èñëà êëåòîê ïî çàêîíó Ãîìïåðöà,

âòîðîé�ïðîöåññ íåëèíåéíîé äèôôóçèè çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê, â êîòîðîì

êîýôôèöèåíò ¾ïðîâîäèìîñòè¿ ïðîïîðöèîíàëåí èõ êîëè÷åñòâó â ñòåïåíè 2α,
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òðåòèé�âîçäåéñòâèå ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà.

Ôóíêöèÿ ïðîëèôåðàöèè (ðàçìíîæåíèÿ) êëåòîê çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

fi(x) = ρix(1− βi lnx).

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåò äèíàìèêó êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâåí-

íîãî ñðåäñòâà è åãî óáûëü â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ çëîêà÷åñòâåííûìè

êëåòêàìè. Òðåòèé ÷ëåí îïèñûâàåò äèôôóçèþ ëåêàðñòâà.

Îïåðàòîð Aα ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôóçèè è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Aαc(x, t) :=
2∑
i=1

∂

∂xi
(D(x)(c(x, t)2α · ∂c(x, t)

∂xi
)).

Ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåò ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè. Âûáîð íåëèíåéíîé

äèôôóçèè â äàííîì ñëó÷àå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ðàêîâûå êëåòêè ìîçãà îòëè-

÷àþòñÿ áîëüøîé ïîäâèæíîñòüþ. Ïðè α = 0 îïåðàòîð äèôôóçèè ñòàíîâèòñÿ

îáû÷íûì îïåðàòîðîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé: △c(x), èëè â óñëîâèÿõ íåîäíîðîä-

íîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè: ∇dc(x)∇c(x).

dc(x) � ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ:

dg â ¾ñåðîé¿ îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû òåëà ãëèàëüíûõ êëåòîê, êîòîðóþ ìû

îáîçíà÷èì G, è dw â ¾áåëîé¿ îáëàñòè W, ãäå ðàñïîëîæåíû àêñîíû. Ñêîðîñòü

õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé âî âòîðîé îáëàñòè âñåãäà âûøå, ÷åì â ïåðâîé, ïîýòîìó

dq < dw.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé x:

dc(x) =

 dg, åñëè x ∈ G,

dw, åñëè x ∈ W.

Îïåðàòîð Aαh
îïèñûâàåò äèôôóçèþ ëåêàðñòâà è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Aαh
h(x, t) := dh

2∑
i=1

∂

∂xi
((h(x, t)αh · ∂h(x, t)

∂xi
)).
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Ïðè αh = 0 äèôôóçèÿ ëåêàðñòâà çàïèñûâàåòñÿ òàê: Aαh
h(x, t) = dh△h(x, t).

u(x, t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèå êîíöåíòðà-

öèè ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâ â òî÷êå x ∈ D çà åäèíèöó âðåìåíè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè:

1. u(x, t) = u(t), äëÿ ∀x ∈ D,

2. u(x, t) = χ(x)u(t), ãäå

χ(x) =

 1, â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé R ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗,

0, âíå êâàäðàòà.

3. u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t), x∗ = (x∗1, x
∗
2).

Îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: âî-

ïåðâûõ, îãðàíè÷åíèå íà ðàçîâóþ äîçó:

0 6 u(t) 6 q, (4)

âî-âòîðûõ, èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ëå÷åíèÿ:

T∫
0

∫
D

h(x, t)dx dt 6 Q0. (5)

G(h) � ôóíêöèÿ òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùåå èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà çëîêà÷åñòâåííûå êëåòêè. Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî

G(h) > 0, G(0) = 0, G(h) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

G′(h) > 0, h > 0; G′′(h) < 0, h > 0 (ò.å. âîãíóòàÿ). Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé

ôóíêöèè G(h) = h
A+h . (ïóñòü A = 1)

γ è dh � êîýôôèöèåíòû äèññèïàöèè è äèôôóçèè ëåêàðñòâà.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â ðàáîòå âåçäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî c(x, t) > 1, n(x, t) > 1,

äëÿ ëþáîãî x ∈ D.
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Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

íàéòè ôóíêöèþ u(t) ∈ L∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèÿì (1.5), (1.4),

ïðè êîòîðîé ôóíêöèîíàë çàäà÷è

Φ(u, T ) =

∫
D

ln c(x, T )dx := ln c(T ) (6)

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè ê çàðàíåå çàäàííîìó ôèêñèðîâàííîìó ìîìåíòó

âðåìåíè T .

Îñíîâíàÿ èäåÿ, ðàçðàáàòûâàåìàÿ â äàííîé ãëàâå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òîáû ïîëó÷èòü äâóñòîðîííþþ îöåíêó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíà-

ëà (1.6):

Ψ(T ) 6 Φ∗(T ) 6 Ψ(T ).

ÇäåñüΨ(T )� îöåíêà ñíèçó, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêè. Çàäàâ ñòðàòåãèþ

óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíîñòè â áîëåå óçêîì êëàññå, ìîæíî ÷èñëåííî ïîëó÷èòü

îöåíêó ñâåðõó Ψ(T ).

Â íà÷àëå ãëàâû íàõîäèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà:

Òåîðåìà. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) äëÿ ëþáîãî α è äëÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (3) äëÿ ëþáîãî α > 1
2 äëÿ ôóíêöèîíàëà (6) çàäà÷è (1) âåðíà ñëåäó-

þùàÿ îöåíêà:

Φ(u, T ) > S(ρ− k̃)

ρβ

(
1− e−ρβT

)
+ ln c0e

−ρβT ,

ãäå

k̃ = kG

(
q

γ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = u(t),

k̃ = kG

(
R2q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = χ(x)u(t),

k̃ = kG

(
q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t).
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Î áëèçîñòè ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé äðóã ê äðóãó

äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ëå÷åíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ñòðàòåãèè ëå÷åíèÿ ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé òèïà δ-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé.

2. Ó÷¼ò íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè (êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü èíâàçèâ-

íîñòè, àãðåññèâíîñòè îïóõîëè) â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðèâîäèò ê

óëó÷øåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ èññëåäîâàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñ

ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ëåêàðñòâà ñî çäîðîâûìè êëåòêàìè è ôàçîâûõ îãðà-

íè÷åíèé.

Ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëå÷åíèÿ ðàêîâîé îïóõîëè â ýòîì

ñëó÷àå ó÷èòûâàåò êîíöåíòðàöèþ ðàêîâûõ êëåòîê (c(x, t)), êîíöåíòðàöèþ çäî-

ðîâûõ êëåòîê (n(x, t)) è êîíöåíòðàöèþ ëåêàðñòâà (h(x, t)).

Îáëàñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.


∂c(x,t)
∂t = f1(c(x, t)) + Aαc(x, t)− k1c(x, t)g(h),

∂n(x,t)
∂t = f2(n(x, t)) + dn△n(x, t)− k2n(x, t)g(h)− l1φ(c, n),

∂h(x,t)
∂t = −γh(x, t) + Aαh

h(x, t) + u(x, t).

(7)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c(x, 0) = c0(x) > 0, n(x, 0) = n0(x) > 0, h(x, 0) = 0;

è êðàåâûå óñëîâèÿ:

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂n(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (8)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.
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Âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó çäîðîâûõ êëåòîê. Ëåêàðñòâî íåãà-

òèâíî âëèÿåò íà îáà òèïà êëåòîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ìåæäó êëåòêàìè

ñóùåñòâóåò êîíêóðåíöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé φ(c, n) :

φ(c, n) =
c(x, t)n(x, t)

l2 + c(x, t)
.

Çàäà÷à âûæèâàåìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ìîäåëè (7) è êðàåâûõ óñëî-

âèé (8). Êëàññ äîïóñòèìûõ ïðîñòûõ ñòðàòåãèé (Σ) ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì T , èìåþùèõ ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) =

 q, 0 6 t 6 τ1;

0, τ1 6 t 6 τ1 + τ2 = T.

Òàêèì îáðàçîì óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå q â òå÷åíèå

âðåìåíè τ1 (âðåìÿ àêòèâíîé òåðàïèè)è ðàâíî íóëþ â òå÷åíèå âðåìåíè τ2 (âðå-

ìÿ ðåëàêñàöèè).

Ïðè êàæäîé çíà÷åíèè t îïðåäåëèì îáëàñòü Ω (îáëàñòü âûæèâàåìîñòè)

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè:

∫
D

lnn(x, t) dx > n∗,

∫
D

ln c(x, t) dx 6 c∗. (9)

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûæèâàåìîñòè: ñðåäè âñåõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé èç

êëàññà ïðîñòûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ, ïðè êîòîðîé âðå-

ìÿ TΩ ïðåáûâàíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè (c, n, h) â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè Ω

áóäåò ìàêñèìàëüíûì:

T → max,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî òåðàïåâòè÷åñêîãî
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ñðåäñòâà çà âðåìÿ TΩ îãðàíè÷åííî çàäàííîé âåëè÷èíîé Q, ò.å.

TΩ∫
0

∫
D

h(x, t) dx 6 Q.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïåðèîäè÷åñêîå ïðè-

ìåíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íå âûõî-

äÿùåé çà ãðàíèöû îáëàñòè âûæèâàåìîñòè Ω, ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ

ñòðàòåãèé âûÿâëÿåò âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà çàáîëåâàíèÿ â õðîíè÷åñêóþ ôîð-

ìó.

Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

Òåîðåìà. Äëÿ çàäà÷è (7) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8) ñ ôàçîâûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè (9) è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (4), (5) âåðíî:

1. Åñëè
S(ρ1−k1 q

Sγ+q )

ρ1β1
> c∗, òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèé, óäåðæèâàþùèõ ôàçî-

âóþ òî÷êó â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè: îãðàíè÷åíèå ñâåðõó ïî êîëè÷åñòâó

áîëüíûõ êëåòîê îáÿçàòåëüíî áóäåò íàðóøåíî.

2. Åñëè
S(ρ2−l1−k2 q

Sγ+q )

ρ2β2
> n∗, òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèÿõ îãðàíè÷å-

íèå ñíèçó íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê áóäåò âñåãäà âûïîëíåíî.

Êðîìå ýòîãî äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîñðåäî-

òî÷åííîãî àíàëîãà ñèñòåìû (7), àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â

ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (D) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u 0 6 u 6 q � òî åñòü

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì è äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (7) â êëàññå ôóíêöèé W 2
2 (D).

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü ÷èñëåííûé ïîèñê ïðî-

ãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ (èç êëàññà Σ). Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âû-

ÿâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû:

1. Ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå âðåìåíè

ðåëàêñàöèè êî âðåìåíè àêòèâíîé òåðàïèè τ2
τ1
, à òàêæå ñàìî âðåìÿ àê-

òèâíîé òåðàïèè. Óìåíüøåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ
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îãðàíè÷åíèÿ íà çäîðîâûå êëåòêè, óâåëè÷åíèå � îãðàíè÷åíèÿ íà áîëü-

íûå êëåòêè. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ïîèñêà áûëî íàéäåíî îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå τ2
τ1

= 2.6 (ïðè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ðàçîâîé äî-

çû q), ïîçâîëÿþùåå ôàçîâîé òî÷êå íàõîäèòüñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå

âðåìÿ âíóòðè îáëàñòè âûæèâàåìîñòè. Áûë ïðîâåä¼í ïîèñê îïòèìàëü-

íûõ ñîîòíîøåíèé τ2
τ1
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàçîâûé äîçû q. Òîãäà

êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ τ2
τ1
, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü ìàê-

ñèìàëüíîå âðåìÿ âûæèâàíèÿ, íå çàâèñèò îò âûáîðà τ1 è τ2, âðåìÿ âû-

æèâàíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âðåìåíè àêòèâíîãî ëå÷åíèÿ τ1.

2. Ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû çàäàííîãî ðåñóðñà Q. Äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé Q ñóùåñòâóþò ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ñòà-

áèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò âíå ïðåäåëîâ îáëàñòè âûæèâàåìîñòè.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðà-

ïèè, ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî êëåòîê, çàðàæåííûõ îñíîâíûì âèðóñîì, âìåñòå

ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, çàðàæåííûõ ìóòàíòíûìè ðåçèñòåíòíûìè âèðóñàìè,

íàõîäèëîñü áû íà ïðèåìëåìîì óðîâíå.

Ñïîñîáíîñòü ìíîãèõ òèïîâ âèðóñà ê ìóòàöèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îð-

ãàíèçìå íàðÿäó ñ îñíîâíûì âèðóñîì ïðèñóòñòâóþò åãî ìóòàíòíûå ðàçíîâèä-

íîñòè (êëîíû). Â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ åñòåñòâåííàÿ ñìåðòíîñòü ýòèõ ïîäâèäîì

äîñòàòî÷íî âûñîêà è èõ ÷èñëåííîñòü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëåííîñòüþ âè-

ðóñîâ îñíîâíîãî âèäà. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà îñíîâíîé âèðóñ ïîäâåðãàåò-

ñÿ óíè÷òîæåíèþ ëåêàðñòâåííûìè ñðåäñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, ñ óâåëè÷åíèåì

äîçû ëåêàðñòâà (ïðåïàðàòà ÀÑÒ) ïðèñïîñîáëÿåìîñòü (âûæèâàåìîñòü) îñíîâ-

íîãî âèðóñà ÂÈ× óìåíüøàåòñÿ áîëåå ÷åì â 16 ðàç, òîãäà êàê ïðèñïîñîáëÿå-

ìîñòü íåêîòîðûõ êëîíîâ óìåíüøàåòñÿ ëèøü â 1.8 ðàç. Â èòîãå, ëåêàðñòâåííîå

ñðåäñòâî, óíè÷òîæàÿ îñíîâíîé âèðóñ, ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ ðåçèñòåíòíûõ

ê ýòîìó ñðåäñòâó ìóòèðîâàâøèõ êëîíîâ, íå ìåíåå îïàñíûõ, ÷åì îñíîâíîé. Âîç-

íèêàåò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòîðîé êîëè÷å-

ñòâî êëåòîê, çàðàæåííûõ îñíîâíûì âèðóñîì, âìåñòå ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, çà-
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ðàæåííûõ ìóòàíòíûì ðåçèñòåíòíûì âèðóñîì, íàõîäèëîñü áû íà ïðèåìëåìîì

óðîâíå. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è êàê çàäà÷è ñèíòåçà (çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿ-

çüþ). Â ýòîì ñëó÷àå äîçà ëåêàðñòâà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ

â ðåçóëüòàòå ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ êî-

ëè÷åñòâîì âèðóñîâ îñíîâíîãî òèïà, êîëè÷åñòâîì ðåçèñòåíòíûõ âèðóëåíòîâ,

à òàêæå êîëè÷åñòâîì ââåäåííîãî ëåêàðñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

óïðàâëåíèÿ, çàäàþùàÿ êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò

áûòü ââåäåíî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Ïóñòü u1(t) � êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ âèðóñîâ â îðãàíèçìå, u2(t) � êîëè-

÷åñòâî ìóòàíòíûõ âèðóñîâ, h(t) � êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà. (Çäåñü è äàëåå t � âðåìÿ.)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
u̇1 = λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h), u1(0) = u01;

u̇2 = λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h), u2(0) = u02;

ḣ = −γ3h+W, h(0) = h0.

Çäåñü λ1, λ2 � ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îñíîâíîãî è ìóòàíòíîãî âèðóñîâ,

γ1, γ2 � êîýôôèöèåíòû ñìåðòíîñòè âèðóñîâ, γ3 � êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè

òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà, f1(h) è f2(h) ôóíêöèè òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùèå

èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà êëåòêè, çàðàæåííûå

îñíîâíûì è ìóòàíòíûì âèðóñîì, f3(h) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ óâåëè÷åíèå

ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà ïîä äåéñòâèåì ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà,W (t)�ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çàäàþùàÿ êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ââåäåíî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðåìåíè, 0 6
W (t) 6 R, R > 0, αi, i = 1, 2, 3 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå, ìîíîòîííî-

âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè: fi(h) > 0, h > 0; fi(0) = 0; f ′i(h) > 0, h > 0, i =



17

1, 2, 3.

Åñëè ëå÷åíèå íå ïðîâîäèòñÿ (h = 0), òî îñíîâíîé âèðóñ ÿâëÿåòñÿ äîìèíè-

ðóþùèì, ò.å. λ1
γ1
> λ2

γ2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè h > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü

âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí íà÷èíàåò äîìèíè-

ðîâàòü.

Ôóíêöèÿ f3(h), îïèñûâàþùàÿ óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìó-

òàíòíîãî âèðóñà, èìååò âèä

f3(h) =
h2

A+ h2
, A �äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî.

Âèä ôóíêöèè f3(h) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèç-

âîäñòâà ìóòàíòà ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà h(t).

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f1(h) = f2(h) =

h
B+h , B > 0. Âèä ôóíêöèè òåðàïèè îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëåêàðñòâî àêòèâíåå âîçäåéñòâóåò íà îñíîâíîé âèðóñ,

÷åì íà ìóòàíò, ïîýòîìó α1f1(h) > α2f2(h).

Â ðàáîòå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � óïðàâ-

ëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Äëÿ ëþáîãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîãî ðàâåíñòâàìè t =

t, u1 = u1, u2 = u2, h = h, íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå W ∗(t, u1, u2, h), óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèþ

0 6 W ∗(t) 6 R,

ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë

Φ(t) = u21 + ϵu22

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = T.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâî-
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äèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Ãàïìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Îòûñêàíèå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíå-

íèÿ ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ãëàäêèå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Äëÿ ýòîãî ñòðîÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå

ïñåâäîðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè (W = 0 è W = R).

×åðåç DR îáîçíà÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè W = R, ÷åðåç D0 îáîçíà÷åíà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî W = 0. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (DR, D0) íå çàíèìàþò âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáëàñòü D∗, òàêàÿ ÷òî îáúåäèíåíèå îáëàñòåé DR,

D0 è D∗ ïðåäñòàâëÿåò âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòå çàíèìàåò äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè ïîëó÷åí-

íîãî òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ.

Áëàãîäàðÿ àíàëèçó õàðàêòåðèñòèê ïñåâäîðåøåíèé, à òàêæå ðàñ÷¼òó ïîëî-

æåíèÿ ñèíãóëÿðíîé òðàåêòîðèè, áûë ïîñòðîåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèìåðàìè ÷èñëåííûõ

ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ ïàðàìåò-

ðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè ìîæíî óêàçàòü ãèïåðïî-

âåðõíîñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ðàçáèâàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî íà

äâà ìíîæåñòâà: àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ è ïîêîÿ. Åñëè ôàçîâàÿ òî÷êà íàõîäèò-

ñÿ â ïåðâîì ìíîæåñòâå, òî ïðîèçâîäèòñÿ àêòèâíîå ââåäåíèå ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì óðîâíå. Åñëè æå ôàçîâàÿ òî÷êà ïîïà-

äàåò âî âòîðîå ìíîæåñòâî, òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ðàâíî íóëþ. Òî åñòü,

çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòñëåæèâàíèè ïîëî-

æåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííîé ãèïåðïëîñ-
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êîñòè.
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Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ

çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê è âèðóñîâ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãëèîì

Ãëèîìû ñîñòàâëÿþò îêîëî ïîëîâèíû äèàãíîñòèðóåìûõ ïåðâè÷íûõ îïóõî-

ëåé ìîçãà. Ñòåïåíü îïóõîëè óêàçûâàåò íà óðîâåíü çëîêà÷åñòâåííîñòè è îñíî-

âûâàåòñÿ íà óðîâíå íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ôîðìû êëåòîê, íàáëþ-

äàåìîì ïîä ìèêðîñêîïîì. Îáíàðóæåíèå îïóõîëè ñåé÷àñ ïðîèçâîäÿò ìåòîäàìè

êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè è ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè, íî âðà÷àì

îñòà¼òñÿ ìàëî âðåìåíè äëÿ òîãî, ÷òîáû èçëå÷èòü çàáîëåâàíèå. Ñóùåñòâóþò

ðàçëè÷íûå ìåòîäû ëå÷åíèÿ ãëèîì: õèìèîòåðàïèÿ, ðàäèàöèîííàÿ òåðàïèÿ è

õèðóðãè÷åñêîå âìåøàòåëüñòâî. Ê ñîæàëåíèþ, âñå îíè ñóùåñòâåííî îãðàíè÷å-

íû â ñâî¼ì ïðèìåíåíèè. Äàæå ïðè îáøèðíîì õèðóðãè÷åñêîì óäàëåíèè òêàíè

çà ïðåäåëàìè õîðîøî âèäèìîé ãðàíèöû îïóõîëè ïðîèñõîäèò ðåãåíåðàöèÿ íà

êðàþ îáëàñòè ðåçåêöèè, ïîòîìó ÷òî ïîñëå õèðóðãè÷åñêîé îïåðàöèè îñòàþòñÿ

êëåòêè, çàñåëèâøèå óäàëåííûå ó÷àñòêè íåðâíîé ñèñòåìû, è îíè îêàçûâàþòñÿ

îòâåòñòâåííûìè çà ðåãåíåðàöèþ îïóõîëè. Ê õèìèî- è ðàäèîòåðàïèè ñ òå÷å-

íèåì âðåìåíè êëåòêè îïóõîëè ìîãóò ïðèîáðåòàòü ðåçèñòåíòíîñòü. Ê òîìó æå

ïðè ïîäîáíîì ëå÷åíèè ñóùåñòâóåò áîëüøàÿ îïàñíîñòü ïîâðåäèòü çäîðîâûå

êëåòêè.

Êàê çàìå÷àåò â ìîíîãðàôèè [22] àâòîð, ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

íå ïðåñëåäóåò öåëè ó÷åñòü àáñîëþòíî âñå âçàèìîäåéñòâèÿ â èññëåäóåìîì ïðî-

öåññå, ïîñêîëüêó äàæå åñëè ýòî áûëî áû âîçìîæíî, îêàçàëîñü áû íåâåðîÿòíî

òðóäíî ïî êîíå÷íîé ìîäåëè ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î êëþ÷åâûõ âçàèìîäåé-

ñòâèÿõ â ñèñòåìå. Îáùåé öåëüþ òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â áèîëîãèè

è ìåäèöèíå ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå îñíîâîïîëàãàþùèõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ, ïðèâîäÿùèõ ê êîíêðåòíîìó íàáëþäàåìîìó ÿâëåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, õî-

òÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå áèîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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îáúÿñíåíèå ïðîöåññà, çàòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü óðîâåíü, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ

îñíîâíàÿ ÷àñòü íàøèõ çíàíèé (êëåòî÷íûé óðîâåíü, íàïðèìåð) ñ ìàêðîñêîïè-

÷åñêèì óðîâíåì íàáëþäàåìûõ ñòðóêòóð.

Òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü

âëèÿíèå ðåçåêöèè, õèìèîòåðàïèè è ðàäèîòåðàïèè íà ðîñò è äèôôóçèþ çëî-

êà÷åñòâåííûõ ãëèîì, à òàêæå âûáðàòü îïòèìàëüíîå èëè áëèçêîå ê îïòèìàëü-

íîìó óïðàâëåíèå è ïðîãíîçèðîâàòü äàëüíåéøåå òå÷åíèå áîëåçíè.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ ãëèîì, ïîâòîðÿþùè-

åñÿ è â îïûòàõ è â êëèíèêå, è ïîýòîìó ìîãóò ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé:

1. Ãëèîìû ÷ðåçâû÷àéíî èíâàçèâíû, òî åñòü ïðîíèêàþò â îêðóæàþùèå òêà-

íè òàê, ÷òî ÷àñòî áûâàåò íåâîçìîæíî ïðîâåñòè ÷åòêóþ ãðàíèöó ìåæäó

îáëàñòüþ ïîðàæåíèÿ ðàêîì è îáëàñòüþ, ïîêà íå ïîòðåâîæåííîé. Íàïðè-

ìåð, äàæå ïðè îáøèðíîì õèðóðãè÷åñêîì óäàëåíèè òêàíè çà ïðååäåëàìè

õîðîøî âèäèìîé ãðàíèöû îïóõîëè, ðåãåíåðàöèÿ íà êðàþ îáëàñòè ðåçåê-

öèè âñåãäà â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê ëåòàëüíîìó èñõîäó: [32]. ×åðåç

7 äíåé ïîñëå èìïëàíòàöèè îïóõîëè â ìîçã êðûñû êëåòêè ãëèîìû ìîæíî

îáíàðóæèòü ïî âñåé íåðâíîé ñèñòåìå. Ýòî ãîâîðèò, î âûñîêîé ñòåïåíè

äèôôóçíîñòè ãëèîì: [33].

2. Ãëèîìû ÷àñòî áûâàþò ãåòåðîãåííûìè îïóõîëÿìè. Õèìèîòåðàïèÿ óáèâà-

åò êëåòêè, ïîäâåðæåííûå å¼ âëèÿíèþ, è íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà êëåòêè,

óñòîé÷èâûå ê íåé. Òî åñòü, êîãäà îäèí òèï êëåòîê îòâå÷àåò íà ëå÷åíèå

è âûìèðàåò, äðóãîé ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü äîìèíèðîâàòü.

3. Ïîäâèæíîñòü ðàêîâûõ êëåòîê â ñåðîé è áåëîé îáëàñòÿõ ìîçãà ðàçëè÷íû.

Ñîãëàñíî îöåíêàì ïàðàìåòðîâ, ïðîäåëàííûõ â ðàáîòàõ [33], ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â áåëîì

âåùåñòâå â 2-100 ðàç áîëüøå, ÷åì â ñåðîì.
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Ãëèîìû: íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ

Âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîòàõ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ðàêîâûõ

êëåòîê âûáðàíî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

c(x, 0) = a exp
−|x− x0|2

b
,

à â êà÷åñòâå êðàåâûõ îãðàíè÷åíèé âûáðàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà:

−→n∇c(x, t) = 0.

Òåîðåòè÷åñêè ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî îïóõîëü çàðîäèëàñü êàê îäíà ðàêîâàÿ

êëåòêà, íî âðåìÿ ïîÿâëåíèÿ ýòîé íà÷àëüíîé êëåòêè, êàê è ñêîðîñòü å¼ äåëå-

íèÿ íåèçâåñòíû. ×àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò ïåðâîãî ñêàíèðîâàíèÿ

ïðîöåññ äèôôóçèè óæå ðàçðóøèë ïðåäûäóùåå, âîçìîæíî, îäíîðîäíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå êëåòîê. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ρ è îäíîðîäíîé äèôôóçèè

D(x) = D óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèôôóçèîííîé ïðîöåññ (D∆c) è äåëåíèå

êëåòîê (c),
∂c

∂t
= D∆c+ c

ñ íà÷àëüíûì èñòî÷íèêîì êëåòîê îïóõîëè N0 â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè â ïîëî-

æåíèè x = 0 èìååò ðåøåíèå:

c(x, t) =
N0

2πDt
exp

(
ρt− r2

4Dt

)
.

Çäåñü r � îñåñèììåòðè÷íàÿ ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Åñëè âûðàçèòü ðàäèóñ

r = 2
√
Dρt

√
1− 1

ρt
ln

(
4πDt

c

N0

)
∼
√
Dρt, ïðè áîëüøèõ t,

âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìó ðàäèàëüíîé ðàñïðî-

ñòðàíÿþøåéñÿ âîëíû îñåñèììåòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ôèøåðà-Êîëìîãîðîâà, å¼
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ñêîðîñòü ðàâíî 2
√
ρD.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé â ìîíîãðàôèè [21] âû÷èñëåííî cðåäíåå âðåìÿ

âûæèâàíèÿ t∗ � âðåìÿ, çà êîòîðîå îïóõîëü äîñòèãàåò ñìåðòåëüíîãî ðàäèóñà.

Ïóñòü îïóõîëü ìîæíî îáíàðóæèòü, êîãäà å¼ ðàäèóñ ðàâåí r, è îïóõîëü ñìåð-

òåëüíà, êîãäà å¼ ðàäèóñ äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ rd.

t∗ ≈ 1√
Dρ

(rd − r) .

Â êëèíèêå ðàêîâûå êëåòêè íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü ïðè î÷åíü íèçêèõ ïëîò-

íîñòÿõ. Íà ñíèìêå ÊÒ ïðîôèëü îïóõîëè îïðåäåëÿåòñÿ íåêèì íåíóëåâûì óðîâ-

íåì ðàçðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì ïëîòíîñòè êëåòîê c∗ (â [21] ïðèâåäåíî çíà-

÷åíèå 40000 êëåòîê/ñì2). Íèæå ýòîãî ïîðîãà ðàêîâûå êëåòêè íåëüçÿ îáíàðó-

æèòü ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. Ñðåäíèé ðàäèóñ, ïðè êîòîðîì

âèäíà îïóõîëü, ñîñòàâëÿåò 1.5 ñì, à ñìåðòåëüíûé � 3 ñì: [26]. Ýòè îöåíêè

ðàäèóñîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, íàáëþäàåìûå êëèíè÷åñêè.

Ñðîê âûæèâàíèÿ ïðè ëå÷åíèè ãëèîáëàñòîìû ñîñòàâëÿåò îò 6 äî 12 ìåñÿöåâ:

[40].

Çíà÷åíèÿ rd è c∗ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷

îïòèìàëüíîé òåðàïèè ñëåäóåò âûáèðàòü òå ñòðàòåãèè, êîòîðûå ïîçâîëÿò óâå-

ëè÷èòü ñðåäíåå âðåìÿ âûæèâàíèÿ t∗.

Âûáîð óñëîâèé Íåéìàíà â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî

íà àíàòîìè÷åñêèõ ãðàíèöàõ ìîçãà è æåëóäî÷êîâ âåëè÷èíà ¾ïîòîêà¿ êëåòîê

ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Åñëè â ìîäåëü ââîäèòñÿ íåîäíîðîäíàÿ äèôôóçèÿ, òî åñòü

â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-

ìåííîé, ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→nD(x)∇c(x, t) = 0.
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Ãëèîìû: äèôôóçèÿ è ïðîëèôåðàöèÿ

Â ðàñïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðàçâèòèå îïóõîëè ãîëîâíî-

ãî ìîçãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé òàêèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè êàê ñêîðîñòü ïðîëèôåðàöèè è ñêîðîñòü äèôôóçèè.

Ðàçëè÷àþò äâà âèäà ãëèîì: áûñòðî ðàñòóùèå, ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì

äèôôóçèè (D = 1.3− 4.2× 10−3ñì2/äåíü � [34], [23]), è ìåäëåííî ðàñòóùèå,

ñ íåáîëüøèì (D = 0.1× 10−3ñì2/äåíü � [42]). Äëÿ ïåðâîãî òèïà õàðàêòåðíî

íàëè÷èå íåêðîòè÷åñêîãî ÿäðà.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íå èìååò îêîí÷àòåëü-

íîãî ðåøåíèÿ. Äàæå èìåÿ â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè íàèëó÷øèå èç âîçìîæíûõ

òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèõîäèòñÿ ïîëàãàòüñÿ íà ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþ-

ùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû, è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêè ïàðàìåòðîâ áóäóò

ìåíÿòüñÿ. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ([23]) áûëà ïîêàçàíà âîçðàñòàþùàÿ ñïî-

ñîáíîñòü ê èíâàçèè, ñâÿçàííàÿ ñ ââåäåíèåì íåîäíîðîäíîñòè êàê ïîñëåäñòâèÿ

ó÷åòà áåëîãî è ñåðîãî âåùåñòâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ãîâîðÿò î

òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè â áåëîì âåùåñòâå â 2-100 ðàç áîëüøå, ÷åì

â ñåðîì. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ, îñíîâàííûå íà äàííûõ î ïàöèåíòå, äëÿ ãëèîìû

âûñîêîé ñòåïåíè èíâàçèâíîñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå ([23]) è â ìîíîãðàôèè

([21]):

ïàðàìåòð îáîçíà÷åíèå ãðàíèöû çíà÷åíèé

äèôôóçèÿ â ñåðîì âåùåñòâå Dg 1.3× 10−3ñì2/äåíü

äèôôóçèèÿ â áåëîì âåùåñòâå Dw > 4.2× 10−3ñì2/äåíü

ñêîðîñòü ðîñòà ρ > 1.2× 10−2äåíü−1

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ èíâàçèè îïóõîëè â ÷åëîâå÷åñêîì ìîçãå áûëà ïðèâåäå-

íà â ðàáîòàõ [23], [24] è ìîíîãðàôèè [21] ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ áëàãîäàðÿ ïðîãðàììíîìó îáåñïå÷åíèþ áàçû äàííûõ BrainWeb ([39]),

ñîçäàííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìóëÿòîðà ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè,

è EMMA (Extensible MATLAB Medical Analysis) (èíñòðóìåíò ìàíèïóëÿöèè
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ìåäèöèíñêèìè èçîáðàæåíèÿìè). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü çàäàííîå çíà÷åíèå

âðåìåíè óäâîåíèÿ ãëèîìû: äëÿ ïðîëèôåðàöèè êëåòîê àñòðîöèòîìû âûñîêîé

ñòåïåíè ñêîðîñòü ðîñòà âçÿëè ρ = 0.012äåíü−1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 60-äíåâíîìó

âðåìåíè óäâîåíèÿ. Âûáîð èìåííî òàêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ρ îñíîâàí íà èñ-

ñëåäîâàíèè, ïðîâåäåííîì â ðàáîòå ([40]), ãäå áûëè ïîêàçàíû âðåìåíà óäâîåíèÿ

îò îäíîé íåäåëè äî 12 ìåñÿöåâ.

×òîáû ïðåäñòàâèòü ðàçáðîñ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ñëåäóåò

ïðèâåñòè ñëåäóþùèå äàííûå èç ðàáîò [47], [48]: cêîðîñòü ïðîëèôåðàöèè äëÿ

ìåäëåííî ðàñòóùèõ íîâîîáðàçîâàíèé ñîñòàâëÿåò 0.003 äåíü−1, äëÿ áûñòðî

ðàñòóùèõ îïóõîëåé ñêîðîñòü ðàâíà 0.05 äåíü−1.

Ãëèîìû: òåðàïèÿ

Ñóùåñòâóåò òðè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäà ëå÷åíèÿ ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé: ðà-

äèîòåðàïèÿ, õèìèîòåðàïèÿ, ðåçåêöèÿ (õèðóðãè÷åñêîå óäàëåíèå). Ëå÷åíèå

ñòâîëîâûìè êëåòêàìè ïîêà íàõîäèòñÿ íà ýòàïå ðàçðàáîòêè. Íàïðèìåð, â ([27])

îïèñàí ìåòîä äîñòàâêè ÷àñòèö ê ðàêîâûõ êëåòêàì ïðè ïîìîùè ìåçåíõèìàëü-

íûõ ñòâîëîâûõ êëåòîê, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà ñïîñîáíîñòü ê ìèãðàöèè ê

îïóõîëè è ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âíóòðè îïóõîëåâîé ìàññû. Èììóíî-

òåðàïèÿ, ôîòîäèíàìè÷åñêàÿ òåðàïèÿ ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû ïàöèåíòàì â

ðàìêàõ ñïåöèàëüíî îôîðìëåííûõ êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Õèðóðãè÷åñêîå óäàëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî

óìåíüøåíèÿ îáú¼ìà îïóõîëè. Ïðè çàäàííûõ ðàçìåðå, ñòåïåíè è ìåñòå ðàñ-

ïîëîæåíèÿ îïóõîëè ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî èìèòèðîâàòü

âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïëîùàäåé è ãåîìåòðèè ðåçåêöèè íà âðåìÿ âûæèâàíèÿ:

([37], [23]). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïóõîëü ñòàíîâèòñÿ äåòåêòèðóåìîé ïðè ïî-

ìîùè ÊÒ, åñëè å¼ ïëîùàäü ýêâèâàëåíòà êðóãó ñ ðàäèóñîì 1.5 ñì. Ïîñëå ïðåä-

ïîëàãàåìîé ðåçåêöèè îñòà¼òñÿ îïóõîëü, ïî ôîðìå íàïîìèíàþùàÿ êîëüöî ñ

íèçêîé ïëîîòíîñòüþ êëåòîê âíóòðè è íàðóæè. Ñîñòîÿíèå ïîñëå ðåçåêöèè áå-
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ð¼òñÿ êàê íà÷àëüíîå óñëîâèå è óðàâíåíèÿ ìîäåëè ÷èñëåííî ðåøàþòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà îïóõîëü íå äîñòèãíåò ñìåðòåëüíîãî ðàäèóñà, òî åñòü 6 ñì. Â ðàáîòå

([23]) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óñëîæíåíà áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé íåîäíîðîäíîñòè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè çà ñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ ñåðîãî

è áåëîãî âåùåñòâà â ìîçãå.

Ðàäèîòåðàïèþ íà÷èíàþò â ñðîêè îò 2 äî 4 íåäåëü ïîñëå îïåðàöèè è ñòàí-

äàðòíûì ðåæèìîì ÿâëÿåòñÿ îáëó÷åíèå ëîæà óäàëåííîé îïóõîëè âìåñòå ñ

íåáîëüøîé îáëàñòüþ âîêðóã (2 ñì). Ïðè ýòîì îáúåì ìîçãà, îáëó÷àåìûé â âû-

ñîêèõ ñóììàðíûõ äîçàõ, äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíî óìåíüøåí. Ðåçóëüòàò ðà-

äèîâîçäåéñòâèÿ çàâèñèò îò ñòåïåíè çëîêà÷åñòâåííîñòè îïóõîëè: [43],[45],[46].

Âðåìÿ âîçäåéñòâèÿ ñðàâíèòåëüíî ìàëî: 10 ìèíóò, ïîýòîìó â ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè äîáàâëÿåòñÿ îïåðàòîð, îòðàæàþùèé ïîðàæàþùåå âîçäåéñòâèå

ðàäèîèçëó÷åíèå íà êëåòêè, êîòîðûé äåéñòâóåò â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìå-

íè, ìãíîâåííî óìåíüøàÿ êîíöåíòðàöèþ êëåòîê: c(ti+1) = Ac(ti). Âîçäåéñòâèå

çàâèñèò îò äîçû îáëó÷åíèÿ d íåëèíåéíî. Â ðàáîòå [44] èñïîëüçîâàí êëàññè÷å-

ñêèé âèä òàêîãî îïåðàòîðà: A = e−αd−βd
2

. Ðàäèîâîçäåéñòâèå ïàãóáíî îòðàæà-

åòñÿ êàê íà ðàêîâîé òêàíè, íî è íà çäîðîâîé. Äëÿ çäîðîâîé òêàíè α
β ≈ 2, äëÿ

ðàêîâîé α
β ≈ 10.

Õèìèî- è ðàäèîòåðàïèè íàïðàâëåíû íà ïîâðåæäåíèå êëåòîê, íàõîäÿùèõ-

ñÿ â ðàçíûõ ôàçàõ äåëåíèÿ. Èç-çà ýòîãî îêàçûâàåòñÿ òîêñè÷íîå âîçäåéñòâèå

íà êðîâü, ïîñêîëüêó â êîñòíîì ìîçãå íåïðåðûâíî ïðîèñõîäèò ïðîöåññ îáðà-

çîâàíèÿ íîâûõ ýðèòðîöèòîâ, ëåéêîöèòîâ, òðîìáîöèòîâ � òî åñòü ïðè âûáîðå

òåðàïèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïîáî÷íûå ýôôåêòû.

Îñîáåííîñòüþ ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ òå-

ðàïèè îáû÷íî íå ïèøåòñÿ îòäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, à ðåäóêöèîííûé ýôôåêò

äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ äîïîëíèòåëüíîìó ñëàãàåìîìó â óðàâíåíèÿõ, îïèñû-

âàþùèõ îñíîâíîé ïðîöåññ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëü, ðàçðàáîòàííóþ â

ðàáîòå [41], äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ âëèÿíèÿ õèìèîòåðàïèè íà ðîñò

îïóõîëè. Â ñòàòüå ìîäåëüíûå ïàðàìåòðû îöåíåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ îï-
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òèìèçàöèè òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëîñü íàèëó÷øåå ñîâïàäåíèå ìîäåëüíîé îáëàñòè

îïóõîëè è äàííûõ ÊÒ. Â ìîäåëè ó÷òåíà ãåîìåòðèÿ ìîçãà (æåëóäî÷êè è ÷åðåï)

è åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà äèôôóçèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå áûëè ñëåäó-

þùèìè: â òå÷åíèå ãîäà ïàöèåíò ïðîø¼ë äâà ðàçëè÷íûõ êóðñà õèìèîòåðàïèè.

Ïåðâûé êóðñ ïîâòîðÿëñÿ ïÿòü ðàç è âêëþ÷àë â ñåáÿ øåñòü ëåêàðñòâåííûõ

ïðåïàðàòîâ. Õèìèÿ ââîäèëàñü â òå÷åíèå 15 äíåé êàæäûå 6-8 íåäåëü, ÷òî ïîç-

âîëÿëî êîñòíîìó ìîçãó ðåãåíèðîâàòü. Âòîðîé êóðñ ñîñòîÿë èç äâóõ êóðñîâ

öèñïëàòèíà ñ ïåðåðûâîì â îäèí ìåñÿö. Ïîìèìî ýòîãî, ïàöèåíòà â òå÷åíèå ïî-

ñëåäíèõ òðåõ íåäåëü îáëó÷àëè ïó÷êîì íåéòðîíîâ. Ïëîòíîñòü êëåòîê îïóõîëè

îïðåäåëÿëè ïðè ïîìîùè àíàëèçà èçîáðàæåíèé áèîïñèè, âçÿòîé âî âðåìÿ ïåð-

âîãî ñêàíèðîâàíèÿ. ×èñëî ÿäåð â åäèíèöå ïëîùàäè òêàíè îïóõîëè óñðåäíÿëè

ïî ïÿòè èçîáðàæåíèÿì.

Êîëè÷åñòâåííî âëèÿíèå õèìèîòåðàïèè ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(t) =


k1, åñëè t1,i 6 t 6 t1,i+1, i = 1, 3, . . . , 9;

k1, åñëè t2,j 6 t 6 t2,j+1, j = 1, 3;

0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

ãäå t1,i è t1,i+1 � âðåìåíà ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ êàæäîãî èç ïÿòè

öèêëîâ ïåðâîãî âèäà õèìèîòåðàïèè ñ øåñòüþ ëåêàðñòâàìè, à t2,j è t2,j+1 ñîîò-

âåòñòâóþò íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó âðåìåíè âòîðîãî êóðñà õèìèîòåðàïèè. Ñ

ó÷åòîì õèìèîòåðàïèè èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ðàêîâûõ êëå-

òîê:
∂c

∂t
= D∇2c+ ρc−K(t)c.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíî â ýêñïîíåíöèàëüíîì âèäå:

c(x, 0) = a exp
−|x− x0|2

b
.
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Â êà÷åñòâå êðàåâûõ îãðàíè÷åíèé âûáðàíû óñëîâèÿ Íåéìàíà:

n∇c(x, t) = 0, ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå.

Ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ìîäåëåé íåâîçìîæíî îïèñàòü íàáëþäàåìîå â êëèíè-

êå ðåçêîå óâåëè÷åíèå ïëîùàäè îïóõîëè ïîñëå ïåðâîãî êóðñà õèìèîòåðàïèè. Â

ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ïîëèêëîíàëüíîñòü êëåòîê. Â ìîíîãðàôèè

[22] àâòîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âòîðîé òèï êëåòîê ìîã âîçíèêíóòü áëàãîäàðÿ

ðàííåé ãåíåòè÷åñêîé ìóòàöèè, êîòîðàÿ ìîãëà áûòü êàê ñïîíòàííîé, òàê è âû-

çâàííîé ðàäèàöèîííîé òåðàïèåé òðåìÿ ãîäàìè ðàííåå, èëè ìóòàöèåé, âîçíèê-

øåé â ñàìîì íà÷àëå êóðñà õèìèîòåðàïèè. Òî åñòü áûëî èñïîëüçîâàíî ïðåä-

ïîëîæåíèå î åäèíîæäû ïðîèçîøåäøåé ìóòàöèè â íåáîëüøîé ÷àñòè êëåòîê

ãëèîìû, â îòëè÷èè îò äðóãîé ãèïîòåçû, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìóòàöèÿ

ìîæåò ïðîèñõîäèòü â êàæäîì ïîêîëåíèè êëåòîê. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

áûëè ðàññìîòðåíà äâà âèäà ðàêîâûõ êëåòîê, ïî-ðàçíîìó ÷óâñòâèòåëüíûõ ê

äâóì ðàçëè÷íûì êóðñàì õèìèîòåðàïèè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåðàïèè ÂÈ×-èíôåêöèè

Âèðóñû � íåêëåòî÷íûé èíôåêöèîííûå àãåíòû, êîòîðûå ìîãóò âîñïðîèç-

âîäèòüñÿ òîëüêî âíóòðè æèâûõ êëåòîê.

Èçâåñòíî òðè ãëàâíûõ îñîáåííîñòè ÂÈ×-èíôåêöèè, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò

ïîäîáðàòü ïîëíîñòüþ ýôôåêòèâíîå ëå÷åíèå:

1. ÂÈ× ïîðàæàåò êëåòêè èììóííîé ñèñòåìû. Óÿçâèìûìè îêàçûâàþòñÿ

êàê ðàç êëåòêè, êîòîðûå ìîãóò ðåàãèðîâàòü íà âèðèîíû â êðîâè, è êëåò-

êè, êîòîðûå îòâå÷àþò çà ðàñïîçíàâàíèå ÷óæåãåííîé àãåíòà è ¾îáó÷å-

íèå¿ èììóííîé ñèñòåìû.

2. Ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà î÷åíü âåëèêà. Ïîýòîìó â êîðîòêîå âðåìÿ

ïîïóëÿöèÿ âèðóñà ìîæåò âûðàñòè äî îãðîìíîãî ÷èñëà.
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3. Áëàãîäàðÿ âûñîêîé ñêîðîñòüè ðàçìíîæåíèÿ, ÂÈ× ñïîñîáåí áûñòðî ìó-

òèðîâàòü. ÂÈ× ëåãêî ïðèîáðåòàåò ðåçèñòåíòíîñòü ê ïðèìåíÿåìûì ïðî-

òèâ íåãî ëåêàðñòâàì.

Íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ, áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ

èììóííîé ñèñòåìû è å¼ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ÂÈ×. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè íàöå-

ëåíû íà îïèñàíèå ðàííèõ ñîáûòèé çàáîëåâàíèÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê è íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî âèðóñîâ. Äåòåðìèíèñòè÷å-

ñêèå ìîäåëè, ñòðåìÿùèåñÿ îòîáðàçèòü äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ â ñðåäíåì

êîëè÷åñòâå êëåòîê áîëüøå ïîäõîäÿò äëÿ ïîçäíèõ ñòàäèé ïðîöåññà, êîãäà ïî-

ïóëÿöèÿ âèðóñà âåëèêà. Ýòè ìîäåëè ðàññìàòðèâàþò äèíàìèêó CD4 T-êëåòîê,

ëàòåíòíî èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê è âèðóñíîé ïîïóëÿöèè, à òàêæå ýôôåê-

òû ëåêàðñòâåííîé òåðàïèè. Íàïðèìåð, ÷åòûðõêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü òåðàïèè

ÂÈ×-èíôåêöèè, ïðåäëîæåííàÿ â ìîíîãðàôèè [22], ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ äëÿ

íåçàðàæåííûõ T-êëåòîê, ïðîäóöèðóþùèõ çàðàæåííûõ T-êëåòîê, èíôåêöè-

îííûõ âèðóñîâ (ñïîñîáíûõ ê çàðàæåíèþ) è íåèíôåêöèîííûõ âèðóñîâ. Ëåêàð-

ñòâà, îñíîâàííûå íà èíãèáèòîðàõ îáðàòíûõ òðàíñêðèïòàç (íàïðèìåð, AZT),

âëèÿþò íà ÷ëåí, îïèñûâàþùèé èñòî÷íèê èíôèöèðîâàííûõ ïðîäèöèðóþùèõ

T-ëèìôîöèòîâ. Èíãèáèòîð ïðîòåàç äåéñòâóåò íà èñòî÷íèê âèðóñîâ è, òàêèì

îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè äëÿ èíôåêöèîííîãî âèðóñà.

Äîñòóïíû ñëåäóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ:

� óðîâåíü âèðóñíîé àêòèâíîñòè k ∼ 3.43× 10−5 âèðèîí/ìë: [49]

� ñêîðîñòü ãèáåëè èíôåêöèîííûõ êëåòîê δ ∼ 0.5 1/äåíü: [50]

� ïðîäóêöèÿ âèðóñà ðàçîðâàâøåéñÿ êëåòêîé N ∼ 480 âèðèîí/êëåòêà: [50]

� ñêîðîñòü óäàëåíèÿ âèðóñà c ∼ 3 1/äåíü: [50]

� èñòî÷íèê Ò-êëåòîê s = 0− 10 êëåòêà/ìì3/äåíü: [51]

� ñêîðîñòü ãèáåëè êëåòîê-ìèøåíåé dT ∼ 0.03 1/äåíü: [52]

Â ðàáîòå [22] ïîëó÷åíî óñëîâèå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ëåêàðñòâåííàÿ òå-

ðàïèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé, ÷òîáû óíè÷òîæèòü âèðóñ (òî÷íåå,
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ñâåñòè åãî ÷èñëåííîñòü íèæå îáíàðóæèìîãî óðîâíÿ). Êðîìå òîãî ïîëó÷åíû

óñëîâèÿ, êîãäà ñèñòåìà èìååò äîïîëíèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå â ïî-

ëîæèòåëüíîé îáëàñòè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò õðîíè÷åñêîìó òå÷åíèþ çàáîëå-

âàíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè îíî ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, è

â ýòîì ñëó÷àå íåçàðàæåííîãî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.

Èíîãäà äëÿ îïèñàíèÿ âðåìåííîé çàäåðæêè ìåæäó çàðàæåíèåì êëåòêè è

íà÷àëîì ñèíòåçà âèðóñîâ â ìîäåëü ââåäåíî çàïàçäûâàíèå. Âêëþ÷åíèå òàêîãî

ðîäà çàïàçäûâàíèÿ âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ âðåìåí ïîëóæèçíåé ïðîäóöèðóþùèõ

çàðàæåííûõ êëåòîê è âèðóñîâ. Òàê, â ðàáîòå [53] ïîêàçàíî , ÷òî äëÿ ïðà-

âèëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïîëóæèçíè ñâîáîäíîãî âèðóñà â ýêñïåðèìåí-

òàõ ñ âîçìóùåíèåì ñèñòåìû ìåäèêàìåíòàìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çàäåðæêó.

Âïðî÷åì, äàííîå óñëîæíåíèå ìîäåëè èìååò ñìûñë òîëüêî åñëè ëåêàðñòâî íå

îïèñàíî êàê èäåàëüíîå (100% ýôôåêòèâíîñòè). Â ðàáîòå [54] ïîêàçàíî, ÷òî

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ââåäåíèå çàïàçäûâàíèÿ íå âëèÿåò íà îöåíêó ñêîðîñòè

ðàçðóøåíèÿ ïðîäóöèðóþùèõ T-êëåòîê.

Â ìîäåëè ðàáîòû [53] ó÷èòûâàåòñÿ âíóòðèêëåòî÷íàÿ çàäåðæêà è ñäåëàíî

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîêîëåíèå ñèíòåçèðóþùèõ âèðóñ êëåòîê â ìîìåíò âðå-

ìåíè t ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì çàðàæåíèÿ êëåòîê-ìèøåíåé â ìîìåíò âðåìåíè

t− τ ; ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ τ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Êðîìå ýòîãî ñäåëàíî

äîïóùåíèå, ÷òî êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê íå ìåíÿåòñÿ.

Òî÷íîå çíà÷åíèå çàäåðæêè íåèçâåñòíî, íî ïî îöåíêàì, ïðîâåäåííûì â ðà-

áîòå [54], îíî ñîñòàâëÿåò îò 1 äî 1.5 äíåé.

Ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ êîíöåíòðàöèè âèðóñà â ïëàçìå çàâèñèò îò ýôôåê-

òèâíîñòè òåðàïèè, ñêîðîñòè ãèáåëè ïðîäóöèðóþùèõ ãèáåëü êëåòîê è âðåìåíè

çàïàçäûâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé öåëþ àíàëèçà ïîäîáíûõ ìîäåëåé ÿâ-

ëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýôôåêòà óêàçàííîé çàâèñèìîñòè â òåðìèíàõ

ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ãëàâà 1

Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè òåðàïèè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãëèîìû

Çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîé òåðàïèè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî èõ ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü íàé-

äåíî àíàëèòè÷åñêè. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî àíàëîãà óêàçàííûõ ìåòîäîâ

òàêæå ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè, êîãäà â çàäà÷å âîçíèêàþò ôàçîâûå îãðàíè-

÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ áèîëîãè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà÷. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ ñëó÷à-

ÿõ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì óêàçàòü ðàçáðîñ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà òåðàïèè íà ïðèìåðå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãëèîìû.

1.1 Ðàñïðåäåëåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ëå÷åíèÿ ðàêîâîé îïó-

õîëè, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàêîâûõ êëåòîê, êîíöåíòðàöèÿ

çäîðîâûõ êëåòîê è êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà. Ïóñòü c(x, t) �ïëîòíîñòü â òî÷-

êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t ðàêîâûõ êëåòîê, h(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ ëå-

êàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â òî÷êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t. D � îãðàíè÷åí-

íàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:
∂c(x,t)
∂t = f1(c(x, t)) + Aαc(x, t)− k1c(x, t)g(h),

∂h(x,t)
∂t = −γh(x, t) + Aαh

h(x, t) + u(x, t).
(1.1)

0 < t ≤ T ; x ∈ D ∈ R2.

Â êà÷åñòâå îáëàñòè D ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a.

Çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
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c(x, 0) = c0(x) > 0, h(x, 0) = 0;

è êðàåâûå óñëîâèÿ äâóõ òèïîâ:

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (1.2)

èëè

c(x, t)|Γ×(0,T ] = 0,
∂h(x, t)

∂n

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0. (1.3)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.

Ñôîðìóëèðóåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë âûïèñàííûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó ÷èñëà çëîêà÷åñòâåí-

íûõ êëåòîê. Ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ðîñò ÷èñëà êëåòîê ïî çàêîíó Ãîìïåðöà

f1() = ρi(1 − βi ln ), > 0, âòîðîé�ïðîöåññ íåëèíåéíîé äèôôóçèè çëîêà÷å-

ñòâåííûõ êëåòîê, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ¾ïðîâîäèìîñòè¿ ïðîïîðöèîíàëåí

èõ êîëè÷åñòâó â ñòåïåíè 2α, òðåòèé�âîçäåéñòâèå ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà.

Îáû÷íî â êà÷åñòâå çàêîíîâ ïðîëèôåðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàêîí Ãîìïåð-

öà (ëîãàðèôìè÷åñêèé):

fi(v) = ρiv(1− βi ln v), v > 0,

èëè ëîãèñòè÷åñêèé çàêîí:

fi(v) = ρiv(1− βiv), v > 0.

Îáà çàêîíà îáëàäàþò îäèíàêîâûìè êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè íàñûùå-

íèÿ (ïðåäåëà ïðè v → ∞). Îòëè÷èå èìååòñÿ â äèíàìèêå ïðè ìàëûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïåðåìåííîé v. Äëÿ çàêîíà Ãîìïåðöà ñêîðîñòü ðîñòà ïðè v = 0 ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íîé, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîãî çàêîíà ýòà ñêîðîñòü êî-

íå÷íà. Ïîýòîìó, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, çàêîí Ãîìïåðöà áîëåå ïîäõîäèò äëÿ
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îïèñàíèÿ òàêèõ èíâàçèâíûõ îïóõîëåé, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ãëèîìû.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó êîëè÷åñòâà ëåêàð-

ñòâåííîãî ñðåäñòâà è åãî óáûëü â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ çëîêà÷åñòâåí-

íûìè êëåòêàìè. Òðåòèé ÷ëåí îïèñûâàåò äèôôóçèþ ëåêàðñòâà.

Îïåðàòîð Aα ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôóçèè è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Aαc(x, t) :=
2∑
i=1

∂

∂xi
(D(x)(c(x, t)2α · ∂c(x, t)

∂xi
)).

Ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåò ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè. Âûáîð íåëèíåéíîé

äèôôóçèè â äàííîì ñëó÷àå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ðàêîâûå êëåòêè ìîçãà îòëè-

÷àþòñÿ áîëüøîé ïîäâèæíîñòüþ. Ïðè α = 0 îïåðàòîð äèôôóçèè ñòàíîâèòñÿ

îáû÷íûì îïåðàòîðîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé: △c(x), èëè â óñëîâèÿõ íåîäíîðîä-

íîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè: ∇dc(x)∇c(x).

dc(x) � ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ:

dg â ¾ñåðîé¿ îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû òåëà ãëèàëüíûõ êëåòîê, êîòîðóþ ìû

îáîçíà÷èì G, è dw â ¾áåëîé¿ îáëàñòè W, ãäå ðàñïîëîæåíû àêñîíû. Ñêîðîñòü

õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé âî âòîðîé îáëàñòè âñåãäà âûøå, ÷åì â ïåðâîé, ïîýòîìó

dq < dw.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé x:

dc(x) =

 dg, åñëè x ∈ G,

dw, åñëè x ∈ W.

Îïåðàòîð Aαh
îïèñûâàåò äèôôóçèþ ëåêàðñòâà è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

Aαh
h(x, t) := dh

2∑
i=1

∂

∂xi
((h(x, t)αh · ∂h(x, t)

∂xi
)).

Ïðè αh = 0 äèôôóçèÿ ëåêàðñòâà çàïèñûâàåòñÿ òàê: Aαh
h(x, t) = dh△h(x, t).

u(x, t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèå êîíöåíòðà-

öèè ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâ â òî÷êå x ∈ D çà åäèíèöó âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè:

1. u(x, t) = u(t), äëÿ ∀x ∈ D,

2. u(x, t) = χ(x)u(t), ãäå

χ(x) =

 1, â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé R ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗,

0, âíå êâàäðàòà.

3. u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t), x∗ = (x∗1, x
∗
2).

Çàäàäèì îãðàíè÷åíèå íà ðàçîâóþ äîçó:

0 6 u(t) 6 q. (1.4)

Çäåñü δ � äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà, q > 0 � êîíñòàíòà.

Çàäàäèì èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåí-

íîãî ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà

ëå÷åíèÿ:
T∫

0

∫
D

h(x, t)dx dt 6 Q0. (1.5)

Q0 > 0 � êîíñòàíòà, îçíà÷àþùàÿ îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî èñïîëüçóå-

ìîãî ëåêàðñòâà âîîáùå, íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ëå÷åíèÿ.

G(h) � ôóíêöèÿ òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùåå èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà çëîêà÷åñòâåííûå êëåòêè. Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî

G(h) > 0, G(0) = 0, G(h) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

G′(h) > 0, h > 0; G′′(h) < 0, h > 0 (ò.å. âîãíóòàÿ). Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé

ôóíêöèè G(h) = h
A+h . (ïóñòü A = 1)

γ è dh � êîýôôèöèåíòû äèññèïàöèè è äèôôóçèè ëåêàðñòâà.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî c(x, t) > 1, n(x, t) > 1, äëÿ

ëþáîãî x ∈ D.

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
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íàéòè ôóíêöèþ u(t) ∈ L∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèþ 0 6 u(t) 6 q

òàêèõ, ÷òî
T∫

0

∫
D

h(x, t)dx dt 6 Q0

ïðè êîòîðîé ôóíêöèîíàë çàäà÷è

Φ(u, T ) =

∫
D

ln c(x, T )dx := ln c(T ) (1.6)

äîñòèãàë áû ñâîåé íèæíåé ãðàíè.

Çäåñü T � çàäàííûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Íåëèíåéíîñòü ôóíêöèé ðàçâèòèÿ è äèôôóçèè â ìîäåëè íå ïîçâîëÿåò ðå-

øàòü çàäà÷ó ñïîñîáàìè, ðàçðàáîòàííûìè äëÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ([8]). Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííîãî àíàëîãà òàêèõ ìåòîäîâ,

êàê ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ïðèìåíåíèå ïðèíöè-

ïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ìåòîäà ìîìåíòîâ, ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

ñîïðÿæåíî ñ âû÷èñëèòåëüíûìè è àëãîðèòìè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Íåñìîòðÿ

íà çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ, êîòîðûé ñîâåðøèëà ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà â ðå-

øåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ïîèñê îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé äëÿ íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îñòà¼òñÿ òðóäíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé.

Íå âñåãäà óäà¼òñÿ íàéòè òàêóþ ôóêíöèþ óïðàâëåíèÿ (ôóíêöèþ ââîäà ëåêàð-

ñòâà), ïðè êîòîðîé ôóíêöèîíàë îïòèìàëüíîñòè (êðèòåðèé êà÷åñòâà ëå÷åíèÿ)

áóäåò ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Èäåÿ äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îöåíèòü ôóíêöèîíàë (1.6)

ñíèçó, òî åñòü íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ îò âðåìåíè, êîòîðàÿ áûëà áû ìàêñèìàëü-

íî áëèçêîé ê ôóíêöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà îò âðåìåíè è ïðèáëèæàëàñü áû ê

íåé ñíèçó (òî åñòü, ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà). Îöåíêîé

ñâåðõó áóäåò çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ïðè ëþáîì íåîïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè,

òàê êàê ëþáàÿ äðóãàÿ ñòðàòåãèÿ ëå÷åíèÿ áóäåò äàâàòü äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà

âðåìåíè çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà áîëüøåå, ÷åì îïòèìàëüíîå. Òî åñòü, çà-
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äàâ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíóþ â áîëåå óçêîì êëàññå ôóíêöèé, ÷åì

äîïóñêàåò çàäà÷à, ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó ôóíêöèîíàëà.

Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ çàäàííîãî îáùåãî âðåìåíè ëå-

÷åíèÿ çàðàíåå çíàòü, â êàêîì èíòåðâàëå íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

áîëüíûõ êëåòîê â êîíöå òåðàïèè. Ïîèñêó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöû èíòåðâà-

ëà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ëå÷åíèÿ,

ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè îò ïîäîáíûõ, ïðåä-

ëîæåííûõ, íàïðèìåð, â [21], ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîñòü äèôôóçèè è îòäåëü-

íîå óðàâíåíèå íà äèíàìèêó ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà. Êðîìå òîãî â êà÷åñòâå

ôóíêöèè ïðîëèôåðàöèè áûëà âûáðàíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à

áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Àëåêñàíäðîì Ñåðãååâè÷åì

Áðàòóñåì è âïåðâûå ðåøàëàñü àâòîðîì. Íà áàçå ïðîäåëàííîé ðàáîòû áûëè

íàïèñàíû äâå ïóáëèêàöèè [57], [58].

Èòàê, íàì òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Φ(u, T ) (1.6) íà

ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ u(x, t)

(1.5), (1.4). Ïóñòü inf
u∈U

Φ(u, T ) = Φ(u∗, T ) := Φ∗(T ), ãäå U � ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ ñòðàòåãèé. Ñëåäóÿ óêàçàííîé èäåå ðàáîòû, íàéäåì òàêèå Ψ è Ψ,

ñêîðåå âñåãî, çàâèñÿùèå îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè ëå÷åíèÿ T , ÷òî

Ψ(T ) 6 Φ∗(T ) 6 Ψ(T ).

Âåðõíÿÿ îöåíêà áóäåò ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ïîèñêà îïòèìàëü-

íîãî ðåøåíèÿ.

1.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Êëàññ ôóíêöèé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè c(x, t) > 0, n(x, t) > 0,

h(x, t) > 0, x ∈ D, t > 0. Êðîìå òîãî ôóíêöèÿ c(x, t) òàêîâà, ÷òî ïðè êàæäîì
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ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t, êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x ∈ D, ôóíêöèÿ cα(x, t)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 1
2 (D). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∥ vα ∥2W 1
2
=

∫
D

(cα)2 dx+
2∑

k=1

∫
D

(
∂cα

∂xk

)2

dx < +∞.

Äëÿ ôóíêöèè h(x, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t

îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (D).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ D, ôóíêöèè c(x, t) è h(x, t) � ãëàäêèå

ôóíêöèè ïåðåìåííîé t.

Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëûõ è âîãíóòûõ ôóíêöèé

Ïóñòü f � âûïóêëàÿ [âîãíóòàÿ] ôóíêöèÿ, òîãäà

f

∫
D

λ(x)u(x) dx

 6 [>]

∫
D

λ(x)f (u(x)) dxλ(x) > 0,

∫
D

λ(x) dx = 1 (1.7)

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè λ(x), íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ λ(x) = 1
S , ãäå S

� ïëîùàäü îáëàñòè D.

Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî â îäíîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå

∫
D

1

v
Aα(v) dx =

∫
D

1

v

2∑
k=1

∂

∂xk

(
c2α

∂v

∂xk
dx

)
=

=

∫
Γ

v2α−1
2∑

k=1

∂v

∂xk
cos(n, xk) ds+

2∑
k=1

∫
D

v2α−2

(
∂v

∂xk

)2

Òàê êàê

2∑
k=1

∂v

∂xk
cos(n, xk) =

∂v

∂n
, ãäå n � íîðìàëü ê Γ;

2∑
k=1

∫
D

v2α−2

(
∂v

∂xk

)2

=
1

α2

2∑
k=1

(
∂

∂xk
vα
)2

,
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ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∫
D

1

v
Aα(v) dx =

∫
Γ

v2α−1 ∂v

∂n
ds+

1

α2

2∑
k=1

∫
D

(
∂

∂xk
vα
)2

dx. (1.8)

Äàëåå,

1. åñëè v|Γ = 0 (α > 1
2) èëè

∂v
∂n

∣∣
Γ
= 0, òî ïåðâûé ÷ëåí â (1.8) ïðîïàäàåò;

2. åñëè v(x, t) îáðàùàåòñÿ â íîëü â êàêîé-ëèáî òî÷êå (x, t), x ∈ D, t > 0,

òî âòîðîé ÷ëåí ôîðìóëû (1.8) îãðàíè÷åí ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ

vα ∈ W 1
2 (D)

Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèêñà è Ïóàíêàðå

Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ W 1(D). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

∫
D

u2 dx 6 c1

∫
D

2∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx+ c2

∫
Γ

u2(s) ds (1.9)

(íåðàâåíñòâî Ôðèäðèêñà)

∫
D

u2 dx 6 c1

∫
D

2∑
k=1

(
∂u

∂xk

)2

dx+ c2

∫
D

u(s)

2

ds (1.10)

(íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå)

Çäåñü u(s)�ôóíêöèÿ íà ãðàíèöå Γ = δD, c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-

òû.

Äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ è çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2 åñòü â [3, ãë18]

Âàæíî îòìåòèòü,÷òî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2 íå çàâèñÿò îò âûáîðà

ôóíêöèè u(s), à çàâèñÿò ëèøü îò ãåîìåòðèè îáëàñòè D.

Åñëè u|Γ = 0, òî â íåðàâåíñòâå (1.9) ïðîïàäàåò âòîðîé ÷ëåí.

Åñëè D � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé l, òî â [2] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

c1 = 2l2

π2 , c2 = 2l
π â íåðàâåíñòâå Ôðèäðèêñà, è c1 = l2, c2 = 1

l2 â íåðàâåíñòâå

Ïóàíêàðå. Òàì æå ñêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî óëó÷øèòü.
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Àíàëèç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

Óðàâíåíèå Ðèêêàòè

dz

dt
= a1 + a2z + a3z

2 = p(z), z(0) = z0 (1.11)

íå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ òîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè p(z) > 0 äëÿ ∀z, òî äëÿ ëþáûõ z(0) ðåøåíèå z(t) âîçðàñòàåò ñ óâå-

ëè÷åíèåì âðåìåíè t.

Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå z1 è z2, ÷òî p(zi) = 0, ïðè÷åì p(z) > 0, z > z2

è p(z) > 0, z < z1, òî ïîëîæåíèå z2 íåóñòîé÷èâîå, à ïîëîæåíèå z1 áóäåò

íåóñòîé÷èâûì. Ïðè÷åì îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ àòðàêòîðà z1 ýòî îáëàñòü z < z2.

Òî åñòü ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ z0 èç ýòîé îáëàñòè ìû â ïðåäåëå (t to∞)

ïîïàä¼ì â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ z1.

Â ñëó÷àå, êîãäà p(z) < 0 äëÿ ∀z, òî ðåøåíèå z(t) óáûâàåò.

Åñëè æå ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé p(z) < 0 äëÿ ∀z, òî àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ z = z2 ñ áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ z > z1.

Ñâîéñòâà ñïåêòðà è ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

△Ψ(x) = −λΨ(x), x ∈ D,
(
∂Ψ

∂n

)
Γ

= 0 (1.12)

Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ïðî-

ñòðàíñòâå W 1
2 (D) [3]:

Ψ0(x) =
1√
S
, Ψk(x) ∈ W 1

2 (D), k = 1, 2, . . . , S = |D|
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Ïðè÷¼ì ñèñòåìà {Ψk(x)}∞k=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìàëüíîé

(Ψk(x),Ψj(x)) =

∫
D

Ψk(x)Ψj(x) dx = δk,j.

δk,j�ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

0 = λ0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λk 6 . . . λk → +∞, ïðè k → +∞.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 = 0, Ψ0(x) = const, èç

óñëîâèÿ îðòîíîðìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òîΨ0(x) =
1√
S
, ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè

D.

1.3 Íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè òåðàïèè

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(D) ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

f :=

∫
D

f(x) dx.

Íàéäåì àíàëèòè÷åñêóþ îöåíêó ñíèçó ôóíêöèîíàëà (1.6) äëÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (2.1) ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè (2.2), (1.3).

Óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç òð¼õ ñïîñîáîâ:

1. u(x, t) = u(t),

2. u(x, t) = χ(x)u(t),

3. u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t).

ñ îãðàíè÷åíèÿìè (1.4) è (1.5).

Íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçîâóþ äîçó

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà
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Ëåììà 1.1. Äëÿ óïðàâëåíèÿ âèäà u(x, t) = u(t) âåðíî h 6 Sq
γ ,

äëÿ óïðàâëåíèÿ âèäà u(x, t) = χ(x)u(t) âåðíî h 6 R2q
γ ,

äëÿ óïðàâëåíèÿ âèäà u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t) âåðíî h 6 q
γ .

À èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå áóäåò èìåòü ñìûñë (íå áóäåò èçáûòî÷-

íûì), åñëè

Q0 6
Sq

γ2
(
Tγ + e−γT − 1

)
6 SqT 2

2

èëè

Q0 6
R2q

γ2
(
Tγ + e−γT − 1

)
6 R2qT 2

2

èëè

Q0 6
q

γ2
(
Tγ + e−γT − 1

)
6 qT 2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) ïî D, ïîëó-

÷èì:
dh(t)

dt
= −γh(t)− ϵch(t) + u(t), h(0) = 0.

Ïîñêîëüêó ch(t) > 0, à òàêæå u(t) 6 Sq, èëè u(t) 6 R2q, èëè u(t) 6 q

(R � äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà, âíóòðè êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ëå÷åíèå, S �

ïëîùàäü îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ) â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ôóíêöèè ëå÷åíèÿ,

ïîëó÷àåì (èñïîëüçóÿ Ëåììó èç [3, ñ. 11])

h(t) 6
t∫

0

e−γ(t−s)Sq ds =
q

γ

(
1− e−γt

)
6 Sq

γ
,

èëè

h(t) 6
t∫

0

e−γ(t−s)R2q ds =
q

γ

(
1− e−γt

)
6 R2q

γ
,

èëè

h(t) 6
t∫

0

e−γ(t−s)q ds =
q

γ

(
1− e−γt

)
6 q

γ
.
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Òåïåðü èíòåãðèðóåì ïî âðåìåííîìó èíòåðâàëó: Q0 =
T∫
0

h(t) dt.

Íåâûðîæäåííîå èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäó-

þùåìó óñëîâèþ (äëÿ ïåðâîãî òèïà óïðàâëåíèÿ):

Q0 6
T∫

0

Sq

γ

(
1− e−γt

)
dt =

Sq

γ2
(
−1 + e−γT + Tγ

)
6 SqT 2

2
,

åñëè γ äîñòàòî÷íî ìàëî. Äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè

ïîëíîñòüþ äîêàçûâàþò ëåììó.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R+ → R âîãíóòàÿ, òîãäà

f(h) 6 Sf

(
h

S
6 S sup

t∈[0,T ]
f

(
h(t)

S

))
,

åñëè ïðè ýòîì f íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

f(h) 6 Sf

(
q

Sγ

)
.

Çäåñü S�ïëîùàäü îáëàñòè, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

â ôîðìå

f

∫
D

λ(x)h(x) dx

 >
∫
D

λ(x)f(h(x)) dx

åñëè λ(x) > 0 è
∫
D
λ(x) dx = 1.

Â íàøåì ñëó÷àå f
(
h
S

)
= f

(
1
S

∫
D
h(x) dx

)
>
∫
D
f(h(x)) dx = 1

Sf(h).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

k̃ = kG

(
q

γ

)
äëÿ ïåðâîãî òèïà óïðàâëåíèÿ,
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k̃ = kG

(
R2q

Sγ

)
äëÿ âòîðîãî òèïà óïðàâëåíèÿ,

k̃ = kG

(
q

Sγ

)
äëÿ òðåòüåãî òèïà óïðàâëåíèÿ.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü ln c ∈ L2(D) â ñëó÷àå, êîãäà α = 0, è ïóñòü â ñëó÷àå

α > 0

cα(x, t) ∈ W 2
1 (D),

∫
D

ln c(x, t) dx <∞,

S�ïëîùàäü îáëàñòè D, k � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêî-

ðîñòü ñìåðòè ðàêîâûõ êëåòîê îò ëåêàðñòâà.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

� äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3) è (1.3)

dln c

dt
> S(ρ− k̃)− ρβln c (1.13)

� äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3) ïðè óñëîâèè α > 1
2

dln c

dt
> S(ρ− k̃)− ρβln c+

Dg

c1Sα2

(
ln c
)2
, (1.14)

ãäå c1 � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèêñà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) íà c(x, t) è ïðî-

èíòåãðèðóåì ïî âñåé îáëàñòè D, ïîëó÷èì

dln c

dt
= ρ(S − βln c) +

∫
D

Aαc(x, t)

c(x, t)
dx−G(h).

Ñíà÷àëà îöåíèì ∫
D

Aαc(x, t)

c(x, t)
dx.
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∫
D

Aαc(x,t)
c(x,t) dx =

2∑
i=1

∫
D

1
c(x,t)

∂
∂xi

(
D(x)c2α(x, t)∂c(x,t)∂xi

)
dx =

=
2∑
i=1

∫
D

∂
∂xi

(
D(x)c2α−1(x, t)∂c(x,t)∂xi

)
−

2∑
i=1

∫
D

∂
∂xi

1
c(x,t)

(
D(x)c2α(x, t)∂c(x,t)∂xi

)
dx.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå èñ÷åçàåò:
2∑
i=1

∫
D

∂
∂xi

(
D(x)c2α−1(x, t)∂c(x,t)∂xi

)
=

=
2∑
i=1

∫
Γ

D(x)c2α−1(x, t)∂c(x,t)∂xi
cos(n, xi) ds = 0

â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé

(
∂c(x, t)

∂n

)∣∣∣∣
Γ

=

(
2∑
i=1

∂c(x, t)

∂xi
cos(n, xi)

)∣∣∣∣∣
Γ

= 0

è â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé, åñëè òîëüêî α > 1
2

(c(x, t))|Γ = 0.

Òàêèì îáðàçîì,∫
D

Aαc(x,t)
c(x,t) dx =

2∑
i=1

∫
D
D(x)c2α−2(x, t)

(
∂cα(x,t)
∂xi

)2
dx =

= 1
α2

2∑
i=1

∫
D
D(x)

(
∂cα(x,t)
∂xi

)2
dx äëÿ α ̸= 0 è

∫
D

Aαc(x, t)

c(x, t)
dx =

2∑
i=1

∫
D

D(x)

(
∂ ln c(x, t)

∂xi

)2

dx.

Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ êðàåâûõ óñëîâèé âåðíî

∫
D

Aαc(x, t)

c(x, t)
dx > 0.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îöåíêó Ëåììû 1.3 è òî, ÷òî G(h) > k̃S, ìû ïîëó÷àåì



45

íåðàâåíñòâî
dln c

dt
> S(ρ− k̃)− ρβln c

è ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå Ëåììû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

Ôðèäðèêñà:

∫
D

u2(x) dx 6 c1

2∑
i=1

∫
D

(
∂u(x, t)

∂xi

)2

dx+ c2

∫
Γ

u2(s) ds

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈W 2
1 (D) è êîíñòàíò c1, c2, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò îáëà-

ñòè D.

Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé (1.3) ïðè α > 1
2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

∫
D

Aαc(x, t)

c(x, t)
dx > Dg

α2

∑
D

∂cα(x, t)

∂xi

2

> Dg

α2c1

∫
D

c2α(x, t) dx.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷èì

1

c1α2

∫
D

c2α(x, t) dx > 1

Sc1α2

∫
D

cα(x, t)

2

> 1

Sα2c1

∫
D

ln c(x, t) dx

2

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2) äëÿ ëþáîãî α è äëÿ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (1.3) äëÿ ëþáîãî α > 1
2 äëÿ ôóíêöèîíàëà (1.6) çàäà÷è (2.1) âåðíà

ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

Φ(u, T ) > S(ρ− k̃)

ρβ

(
1− e−ρβT

)
+ ln c0e

−ρβT ,

ãäå

k̃ = kG

(
q

γ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = u(t),
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k̃ = kG

(
R2q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = χ(x)u(t),

k̃ = kG

(
q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2) äëÿ ëþáîãî α è äëÿ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé (1.3) äëÿ ëþáîãî α > 1
2 äëÿ ôóíêöèîíàëà (1.6) çàäà÷è (2.1)

âåðíî  ∂ln c
∂t > S(ρ− k̃)− ρln c,

ln c(0) = ln c0.
(1.15)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

ln c(t) =
S(ρ− k̃)

ρβ

(
1− e−ρβt

)
+ ln c0e

−ρβt.

Ïðè t = T ïîëó÷àåì îöåíêó ôóíêöèîíàëà çàäà÷è.

ln c(T ) > S(ρ− k̃)

ρβ

(
1− e−ρβT

)
+ ln c0e

−ρβT . (1.16)

Íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ ñ ó÷¼òîì èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ

íà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà Îöåíêà (1.16) ó÷è-

òûâàåò îãðàíè÷åíèå íà äîçó: u 6 q. Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå íåèçáûòî÷íî-

ñòè èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ (êàê îïðåäåëåíî â ëåììå 1.1),

òî åñòü, ê ïðèìåðó, äëÿ âèäà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ñ äåëüòà-ôóíêöèåé, åñëè

âûïîëíåíî

Q0 <
q

γ2
(
Tγ + e−γT − 1

)
,

òî èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó ñíè-

çó äëÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé T .

Ïîñêîëüêó dln c
dt = ρ(S − βln c) +

∫
D

Aαc
c dx−G(h) > ρS − ρβln c−G(h),
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ìû èìååì
T∫
0

ln c(t) dt > ln c0e
−ρβT + S

β

(
1− e−ρβT

)
−

T∫
0

G(h) dt >

> ln c0e
−ρβT + S

β

(
1− e−ρβT

)
−Q0k1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåíêà:

ln c(T ) > σ(T ) = ln c0e
−ρβT +

S

β

(
1− e−ρβT

)
−Q0k1. (1.17)

Â èçíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è Q0 íå çàâèñèò îò âðåìåíè ëå÷åíèÿ T .

Åñëè æå çàäàòü ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó âðåìåíåì ëå÷åíèÿ è äîïóñòèìîé

îáùåé äîçîé ëåêàðñòâà, îöåíêà (1.17) íåìíîãî ïðåîáðàçèòñÿ.

Çàäàäèì êîýôôèöèåíò A > 1. Ïóñòü îí îïðåäåëÿåò, âî ñêîëüêî ðàç èí-

òåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ âðåìåíè T ìåíüøå, ÷åì ðàñòðàòà ëåêàðñòâà â

òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè T ñ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé ðàçîâîé äîçîé q:

Q0 =
q

γ2
(
Tγ + e−γT − 1

) 1

A
.

Òîãäà ãðàôèê îöåíêè σ(T,Q0(T )) ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, çàòåì óáûâàåò è óõîäèò

â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü. ×òîáû òàêîãî íå áûëî, íàäî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ

Q0(T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q0(t) =

 Q0(T ) =
q
γ2

(
Tγ + e−γT − 1

)
1
A , ïðè T 6 T ∗,

Q∗
0 =

q
γ2

(
T ∗γ + e−γT

∗ − 1
)

1
A , ïðè T > T ∗.

Çäåñü T ∗ � âðåìÿ, ïðè êîòîðîì ãðàôèê σ(T,Q0(T )) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ dσ(T,Q0(T ))
dT = 0.

Îöåíêà êðèòåðèÿ ïðè T → ∞.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.15):

∂ln c

∂t
> S(ρ− k)− ρln c = P (ln c).
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Ðèñ. 1.1. Êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ñíèçó ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé, ïîëó÷åííîé
àíàëèòè÷åñêè. Ñâåðõó � ìîäåëèðîâàíèå, ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî ïîëó÷åííîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Îöåíêà, ó÷èòûâàþùàÿ èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå Q0 ïðîõîäèò ïîñåðåäèíå.

Ïîñêîëüêó P (ln c) èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷íóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ óñòîé-

÷èâûì àòòðàêòîðîì, òî lim
T→∞

Φ(u, T ) > S(ρ−k̃)
ρβ .

Çàìå÷àíèå 1.1. Äëÿ ïðåäåëüíîì ïî âðåìåíè çíà÷åíèè ôóíêöèîíàëà (1.6)

çàäà÷è (2.1) âåðíî:

lim
T→∞

Φ(u, T ) > S(ρ− k̃)

ρβ
.

Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å (2.1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3). Äëÿ íå¼ ïîëó÷åíà

îöåíêà 2 1.3.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: z = ln c. Ðàññìîò-

ðèì óðàâíåíèå Ðèêêàòè dz
dt = S(ρ− k̃)− ρβz +

Dg

c1Sα2z
2 = P (z),

ln c(0) = ln c0.
(1.18)

Äàëåå, ïóñòü a1 := S(ρ− k̃), a2 := −ρβ, a3 := Dg

c1Sα2 = κ2 > 0, òîãäà ïîëó÷èì

dz

dt
= a1 + a2z + a3z

2, z(0) = ln c0.

Åñëè a22 − 4a1a3 < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ

h < ρ− (k̃β)2

4κ21S
, (1.19)
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òî z(t)�ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
t→∞

ln c = ∞.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü òåðàïèè, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì k,

íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê, ðîñò êîòîðûõ

õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì r.

Åñëè óðàâíåíèå P (z) = 0 èìååò âåùåñòâåííûå êîðíè z1 < z2, òî z = z1 è

z = z2 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Òîãäà z2�íåóñòîé÷èâîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ðåïåëëåð), à z1�óñòîé÷èâûé àòòðàêòîð ñ áàññåéíîì

ïðèòÿæåíèÿ z < z2.

Òî åñòü ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ z(0) < z2 ïðè ñòðåìëåíèè t → ∞

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.18) ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå z1.

Åñëè êîðåíü z1 íåîòðèöàòåëåí, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ− (k̃β)2

4κ21S
< k̃ < ρ, (1.20)

è â ýòîì ñëó÷àå

Φ∞ = lim
t→∞

ln c(t) > z1 =
ρβ −

√
(rβ)2 − 4κ21S(ρ− k̃)

2κ21

ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå óðàâíåíèÿ (1.18) íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà z1, òî åñòü

ln c0 < z2 =
rβ +

√
(rβ)2 − 4κ21S(ρ− k̃)

2κ21
.

Åñëè æå z1 <, òî òîãäà k̃ > ρ. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà Φ∞ áóäåò õàðàê-

òåðèçîâàòüñÿ ÷èñëîì, ëîãàðèôì êîòîðîãî ìåíüøå íóëÿ, òî åñòü äîñòàòî÷íî

ìàëûì ÷èñëîì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü òåðàïèè (÷èñëî k̃)

áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü âîñïðîèçâîäñòâà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê (÷èñëî ρ).

Â èòîãå, âûäåëåíî òðè ñëó÷àÿ:

1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.3), òî íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèîíàëà ðàñòåò
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ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü òåðàïèè íåäî-

ñòàòî÷íà äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëà ðàêîâûõ êëåòîê.

2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.20), òî íèæíÿÿ ãðàíü â ïðåäåëå ñòàáèëè-

çèðóåòñÿ íà íåêîòîðîì óðîâíå.

3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k̃ > ρ, òî íèæíÿÿ ãðàíü ôóíêöèîíàëà òàêæå

ñòàáèëèçèðóåòñÿ, íî íà áîëåå íèçêîì óðîâíå, ÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà è îïûòà, ðåàëèñòè÷íûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ëèøü âòîðîé ñëó÷àé. Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé èçëèøíå ïåññèìèñòè÷åí,

à òðåòèé � â òàêîé æå ìåðå îïòèìèñòè÷åí.

Ïðîñëåäèì âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà κ21 = d1
c1
α2S, ñâÿçàííîãî ñ äèôôóçèåé

êëåòîê (ïðîñòðàíñòâåííûé ýôôåêò) íà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k, õàðàêòåðèçó-

þùåãî ýôôåêòèâíîñòü òåðàïèè.

Åñëè êîýôôèöèåíò d1 äîñòàòî÷íî ìàë â ñðàâíåíèè ñ âåëè÷èíîé kβ, òî ëå-

âàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.20) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è íåðàâåíñòâî (1.20)

ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî k̃ < ρ.

Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ äèôôóçèè d1 îãðàíè÷åíèå íà íèæíåå çíà÷åíèå

âåëè÷èíû k â íåðàâåíñòâå (1.20) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì,

ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ è èíòåíñèâ-

íîñòü òåðàïèè. Ýòî çàêëþ÷åíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùåïðèíÿòûìè ïðåä-

ñòàâëåíèÿìè è ïîäòâåðæäàåò ðàçóìíîñòü ïðèíÿòîé ìîäåëè.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ýòîì ïóíêòå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ ïðåäåëü-

íîãî ñëó÷àÿ t → ∞. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî âðåìåíè t = T íåîáõîäèìî ðåøàòü

çàäà÷ó (1.18).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðåäåëüíûå îöåíêè âàæíû, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿþò îöå-

íèòü âëèÿíèå òàêîãî âàæíîãî ïàðàìåòðà, êàê âåëè÷èíà k̃ = max
06t6T

kG(h), õà-

ðàêòåðèçóþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ èíòåíñèâíîñòü óïðàâëåíèÿ.
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1.4 Âåðõíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè òåðàïèè

Åñëè ε = 0, αh = 0, òî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) èìååò ðåøåíèå,

âûïèñûâàåìîå òàêèì îáðàçîì:

h(x, t) =
∞∑
i=1

hk(t)ψk(x), x ∈ D

ãäå ψkk∈N0
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Íåéìàíà íà ãðàíèöå îáëàñòè D.

Äîìíîæèì äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1) íà

ψk, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðîñòðàíñòâó è ó÷òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Òîãäà ïîëó÷èì:

Äëÿ óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = δ(x∗)u(t):

dhk(t)

dt
= −(γh + d2λk)hk(t) + ψk(x

∗)u(t), hk(0) = 0, äëÿ k = 0, 2 . . .

Îòñþäà

hk(t) =

t∫
0

e−(γh+d2λk)(t−τ)ψk(x
∗)u(τ) dτ

è, íàêîíåö,

h(x, t) =
∞∑
k=0

 t∫
0

e−(γh+d2λk)(t−τ)ψk(x
∗)us(τ) dτ

ψk(x).

Ïîñêîëüêó
∫
D
ψ0(x)ψk(x) dx = 0 äëÿ ∀k ∈ N è ψ0 =

1√
S
, λ0 = 0, òî

T∫
0

∫
D

h(x, t) dx dt =

T∫
0

t∫
0

(
e−γh(t−τ)u(τ) dτ

)
dt = Q0. (1.21)
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Äëÿ óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = u(t):

dh0(t)

dt
= −(γh + d2λk)h0(t) +

√
Su(t), h0(0) = 0,

dhk(t)

dt
= −(γh + d2λk)hk(t), hk(0) = 0, äëÿ k = 1, 2 . . .

Îòñþäà
T∫

0

t∫
0

e−γh(t−τ)u(τ) dτ dt
√
S = Q0. (1.22)

Äëÿ óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = χR(x, x
∗)u(t):

dhk(t)

dt
= −(γh + d2λk)hk(t) +

∫
OR

ψk(x
∗) dxu(t), hk(0) = 0, äëÿ k = 0, 2 . . .

Îòñþäà
T∫

0

t∫
0

e−γh(t−τ)u(τ) dτ dt
R2

√
S

= Q0. (1.23)

Ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ âñåõ òð¼õ ñëó÷àåâ óïðàâëåíèå Q0 òàê, ÷òîáû áûëî

âåðíî:
T∫

0

t∫
0

e−γh(t−τ)u(τ) dτ dx = Q̃0

.

Òî åñòü Q̃0 = Q0, Q̃0 =
√
SQ0 èëè Q̃0 =

√
S

R2Q0. È âåðí¼ì ñòàðîå îáîçíà÷å-

íèå, çàìåíèâ Q̃0 íà Q0.

Äëÿ ñëó÷àÿ αh > 0 ôîðìóëû (1.21), (1.22), (1.23) îñòàþòñÿ âåðíû, ïî-

ñêîëüêó (ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà)

2∑
i=1

∫
D

∂

∂xi

(
hαh(x, t)

∂h(x, t)

∂xi

)
=

2∑
i=1

∫
Γ

hαh(x, t)
∂h(x, t)

∂xi
cos(n, xi) ds = 0,
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áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî h óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì Íåéìàíà.

Óïðàâëåíèå â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé Ôóíêöèÿ èç-

ìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(x, t) =
∞∑
k=0

 t∫
0

e−(γ+dλk)(t−τ)
m∑
s=1

Ψk(xs)us(τ) dτ

Ψk(x)

Â íàøåé çàäà÷å îãðàíè÷åíèå íà èíòåãðàëüíóþ äîçó ëåêàðñòâà âçÿòî â âèäå

íåðàâåíñòâà (1.5), òåì íå ìåíåå, â (1.5) è â (1.21) ìîæíî ïåðåéòè ê ðàâåíñòâó.

Ýòî ñëåäóåò èç âèäà ôóíêöèè òåðàïèè G(h) â ñèñòåìå (2.1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

âîçðàñòàþùåé, íåïðåðûâíîé, à òàêæå ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ çàëîæåííîãî â

ìîäåëè îòðèöàòåëüíîãî âëèÿíèÿ ëåêàðñòâà íà îðãàíèçì (íà ôóíêöèîíàë êà-

÷åñòâà). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷åì áîëüøå ëåêàðñòâà â

ðàìêàõ äîïóñòèìûõ íîðì áóäåò ââåäåíî, òåì ëó÷øå:

Q0 =

∫
D

∫
T

h(x, t) dx dt =

T∫
0

t∫
0

e−γ(t−τ)
m∑
s=1

us(τ) dτ. (1.24)

Ïåðåéäåì â êëàññ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé, ïîñêîëüêó èñêàòü îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìû áóäåò ÷èñëåííî.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, T ] íà N +1 ÷àñòè ðàâíîé äëèíû T
N , îòäåëüíûå ÷àñòè

îáîçíà÷èì êàê δ̃tj. Äàëåå, îáîçíà÷èì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñõîäóåìîå

ëåêàðñòâî êàê Uj, j = 1, 2 . . . N : Uj =
m∑
i=1

uji , ãäå m � ýòî êîëè÷åñòâî òî÷åê, â

êîòîðûå ââîäèòñÿ ëåêàðñòâî. Ïóñòü íà âñ¼ì îòðåçêå âðåìåíè δ̃tj çíà÷åíèå Ui

áóäåò ïîñòîÿííûì - è òàê äëÿ âñåõ j.

Èòàê, èùåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

(U1 × U2 × . . .× UN).

Ïîñëå ïåðåñ÷åòà èíòåãðàëà (1.24) c ó÷åòîì âûøåîïèñàííûõ äîïóùåíèé, ïî-



54

ëó÷èì óðàâíåíèå

Q0 =
N∑
j=1

UjQj
1

γ2
. (1.25)



Q1 = R +R+
1

(
R−

2 + . . .+R−
N

)
;

Q2 = R +R+
2

(
R−

3 + . . .+R−
N

)
;

. . .

QN = R.

ãäå

R = γδ̃t− 1 + e−γδ̃t;

R−
I =

(
eγδ̃t − 1

)
e−γTI ;

R+
I =

(
eγδ̃t − 1

)
e+γTI−1.

Ui ∈
[
0,min{q, Q0

Qiγ2
}
]
.

Îáîçíà÷èì Umax
i := Q0

Qiγ2
. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå N = 3 ïîâåðõíîñòü, òî÷êà

(U1, U2, U3) ÿâëÿåòñÿ òàêèì óïðàâëåíèåì:

u =


U1, ïðè t ∈ (0, δ̃t);

U2, ïðè t ∈ (δ̃t, 2δ̃t);

U3, ïðè t ∈ (2δ̃t, T );

Ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé èùåòñÿ îïòèìàëüíàÿ òî÷êà (U1, U2, U3), âûãëÿäèò

êàê íà ðèñ. 1.2:

0

0.1

0.2

0.3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

U
1

U
2

U
3

U
1
max<q

U
2
max<q

U
3
max>q

Ðèñ. 1.2. Ïîâåðõíîñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò óïðàâëåíèÿ: Umax
1 < Umax

2 < Umax
3 ; q = 0.312.
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Äàëåå, ðàçîáú¼ì êàæäûé îòðåçîê [0, min{q, Umax
i }] íà M ÷àñòåé è ïå-

ðåáåðåì âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè äëÿ N − 1 êîîðäèíàò óïðàâëåíèÿ. Ïî-

ñëåäíþþ êîîðäèíàòó íàéäåì èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãèïåðïëîñêîñòè

Q0 =
N∑
j=1

UjQj
1
γ2 . Òàêèì îáðàçîì, ìû âûíóæäåíû ïåðåáðàòü (N − 1)M óïðàâ-

ëåíèé è âûáðàòü èç íèõ òî, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà∫
D
ln cT (x) dx. Â ñëó÷àå, êîãäà Q0 = Q îïòèìàëüíîé áóäåò òî÷êà, åäèíñòâåííàÿ

íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, ïîïàäàþùàÿ ïîä óñëîâèå Ui 6 q:

u(x, t) = q èëè (q, q, . . . q).

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû áûë èñïîëüçîâàí Ìåòîä

Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ:

Øàã 1:

hn+1
i,j − hni,j

∆t
= −γhni,j+εhni,jcni,j+d

(
hni+1,j − 2hni,j + hni−1,j

(∆x)2
+
hni,j+1 − 2hni,j + hni,j−1

(∆y)2

)
+

+u(x, t)

cn+1
i,j − cni,j

∆t
= ρcni,j

(
1− β ln cni,j

)
+Di,j

(
(cni+ 1

2 ,j
)2α

cni+1,j − cni,j
(∆x)2

+ (cni− 1
2 ,j
)2α

cni−1,j − cni,j
(∆x)2

+

+(cni,j+1
2
)2α

cni,j+1 − cni,j
(∆y)2

+ (cni,j−1
2
)2α

cni,j−1 − cni,j
(∆y)2

)
− cni,jG(h

n
i,j)

Øàã 2. . . N:

hn+1
i,j

(
1

2∆t
+

d

(∆x)2
+

d

(∆y)2

)
= hn−1

i,j

(
1

2∆t
− d

(∆x)2
− d

(∆y)2

)
−

−γhni,j + εhni,jc
n
i,j + d

(
hni+1,j − 2hni,j + hni−1,j

(∆x)2
+
hni,j+1 − 2hni,j + hni,j−1

(∆y)2

)
+ u(x, t)
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cn+1
i,j

(
1 +

∆t

∆x
Di,j

(
(cni+ 1

2 ,j
)2α + (cni−1

2 ,j
)2α
)
+

∆t

∆y
Di,j

(
(cni,j+ 1

2
)2α + (cni,j−1

2
)2α
))

=

= cn−1
i,j + 2∆tρcni,j

(
1− β ln cni,j

)
+

+2
∆t

∆x
Di,j

(
(cni+1

2 ,j
)2α

(
cni+1,j

∆x
−
cn−1
i,j

2

)
+ (cni− 1

2 ,j
)2α

(
cni−1,j

∆x
−
cn−1
i,j

2

))
+

+2
∆t

∆y
Di,j

(
(cni,j+1

2
)2α

(
cni,j+1

∆x
−
cn−1
i,j

2

)
+ (cni,j− 1

2
)2α

(
cni,j−1

∆x
−
cn−1
i,j

2

))
Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû:

(
∆t

∆x

)2

−→ 0, ïðè ∆x,∆t −→ 0

(
∆t

∆y

)2

−→ 0, ïðè ∆y,∆t −→ 0

1.5 Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äàëåå ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé êðèòåðèÿ îïòèìàëüíî-

ñòè îò îáùåãî âðåìåíè ëå÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïðî-

ãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿëñÿ ÷èñëåííî èçëîæåííûì âûøå ñïîñîáîì, à

òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ îáîèõ

êðàåâûõ óñëîâèé îöåíêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, äëÿ ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëåí-

íûõ íà ðèñ. (1.3 - 1.6), ó÷èòûâàëîñü êðàåâîå óñëîâèå Íåéìàíà. Âòîðàÿ îöåíêà

ñíèçó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå (1.14) òàêæå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ

ïðîñòîé îöåíêîé (1.13).

Òî÷êà âîçäåéñòâèÿ (x∗, y∗) îïðåäåëåíà íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

(x∗, y∗) = (x0, y0), ãäå (x0, y0) � öåíòð îïóõîëè: c0 = 103 × e
−(x−x0)

2−(y−y0)
2

0.5 ;

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
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Ðèñ. 1.3. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê.
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Ðèñ. 1.4. ×èñëåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà è àíàëèòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ
îïòèìàëüíîñòè. Âåðõíÿÿ îöåíêà ïðåäñòàâëåíà äëÿ ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ: äëÿ ñëó÷àÿ k = 0, è
äëÿ ñëó÷àÿ k = 0.0196 (ñëåâà), k = 2× 0.0196 (ñïðàâà) äëÿ òð¼õ âèäîâ óïðàâëÿþùåé
ôóíêöèè: ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé u = u(t), ñîñðåäîòî÷åííîé íà êâàäðàòíîì

íîñèòåëå ñ äëèíîé ñòîðîíû R′ u = χR′(x∗)u(t), äåëüòà-ôóíêöèè u = δ(x∗)u(t). α = 0.
Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è - óñëîâèå Íåéìàíà.

ñòàâëåíà â âèäå äåëüòà-ôóíêöèè, âåðõíÿÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå áëèç-

êîé ê íèæíåé îöåíêå, òî åñòü òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ëå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ýôôåêòèâíîé. Êðîìå ýòîãî, ó÷¼ò íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè (êîòîðàÿ õàðàêòå-

ðèçóåò ñòåïåíü àãðåññèâíîñòè îïóõîëè) â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèâîäèò ê

óõóäøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå

â ýòîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [57], [58].
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Ðèñ. 1.5. ×èñëåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà è àíàëèòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ
îïòèìàëüíîñòè. Âåðõíÿÿ îöåíêà ïðåäñòàâëåíà äëÿ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ: äëÿ ñëó÷àÿ k = 0, è

äëÿ ñëó÷àÿ k = 0.0196 äëÿ òð¼õ âèäîâ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè: ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîðîäíîé u = u(t), ñîñðåäîòî÷åííîé íà êâàäðàòíîì íîñèòåëå ñ äëèíîé ñòîðîíû R′

u = χΩ′(x∗)u(t), äåëüòà-ôóíêöèè u = δ(x∗)u(t). α = 0.05. αh = 0.01 (ñëåâà), αh = 0.1
(ñïðàâà) Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è - óñëîâèå Íåéìàíà.
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Ðèñ. 1.6. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ c(x, T ) ïðè T = 90 äíåé äëÿ òð¼õ âèäîâ ôóíêöèè
óïðàâëåíèÿ. Ñëåâà íàïðàâî: u = u(t) ïðè q = 0.8; u = χR′(x∗)u(t) ïðè q = 2.8;

u = δ(x∗)u(t) ïðè q = 2880.

1.6 Ïàêåò ïðîãðàìì

Ïàêåò ïðîãðàìì âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàáîð ôóíêöèé, íàïèñàííûõ è ðåàëèçî-

âàííûõ â ñðåäå MatLab, ðåøàþùèõ íà îñíîâå çàäàííûõ ÷åðåç èíòåðôåéñ íà-

÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé, ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è âèäà óïðàâëÿþùåé ôóíê-

öèè, ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Íàõîæäåíèå íèæíåé îöåíêè äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè è âèçóàëèçà-

öèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôèêà.

2. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ òð¼õìåðíîé îïóõîëè ïîä âëèÿíèåì òåðàïèè,
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âèçóàëèçàöèÿ äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé

êîíöåíòðàöèè áîëüíûõ êëåòîê è ëåêàðñòâà.

3. Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ êëàññà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé (êîëè-

÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé, äèàïàçîí èçìåíåíèÿ äîçû ëåêàðñòâà) íàõîæäåíèå

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà è âèçóàëèçàöèÿ ãðà-

ôèêà óïðàâëåíèÿ

4. Íî îñíîâå íàéäåííîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå êóñî÷íî-

ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íàõîæäåíèå âåðõíåé îöåíêè äëÿ êðèòåðèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè è âèçóàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôèêà.
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Ãëàâà 2

Çàäà÷à âûæèâàåìîñòè â ðàñïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

òåðàïèè ãëèîìû

Çàäà÷è îïòèìàëüíîñòè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþòñÿ ïðè ââåäåíèè ôàçîâûõ

îãðàíè÷åíèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïðè÷åì êðèòå-

ðèåì îïòèìàëüíîñòè âûáåðåì âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðîãî äëÿ ôàçîâîé òî÷êè

ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíåíû. Òàêèå çàäà÷è ïî àíàëîãèè ñ ïîäîáíûìè

çàäà÷àìè â ýêîíîìèêå ïðåäëàãàåòñÿ íàçûâàòü çàäà÷àìè âûæèâàåìîñòè.

Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è â òàêîì âèäå ïîäòîëêíóëè ñëåäóþùèå èäåè:

1. Âî-ïåðâûõ, ðåæèì ëå÷åíèÿ äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíî ïðîñòûì, ÷òîáû

åãî ìîæíî áûëî ïîâòîðèòü íà ïðàêòèêå.

2. Âî-âòîðûõ, ïðîöåññó ëå÷åíèÿ ñîïóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè, èãíîðèðîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî õîòÿ

ðåçóëüòàò â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè è áóäåò æåëàåìûì, íî îêàæåòñÿ

íåäîñòèæèìûì ïðàêòè÷åñêè. Íî ðàñïðåäåëåííûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ

îãðàíè÷åíèÿìè ñëèøêîì ñëîæíû, ÷òîáû äàòü ïðîñòûå ðåæèìû óïðàâ-

ëåíèÿ.

2.1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D ∈ Rm (m = 2, 3) ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé

Γ.

Ïóñòü c(x, t) è n(x, t) �ïëîòíîñòè â òî÷êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t

ðàêîâûõ êëåòîê è çäîðîâûõ êëåòîê ñîîòâåòñòâåííî, h(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà â òî÷êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t. D � îãðàíè÷åí-

íàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
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íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:
∂c(x,t)
∂t = f1(c(x, t)) +∇ (dc(x)∇c(x, t))− k1c(x, t)g(h),

∂n(x,t)
∂t = f2(n(x, t)) + dn∆n(x, t)− k2n(x, t)g(h)− αφ(c, n),

∂h(x,t)
∂t = −γh(x, t) + dh△h(x, t) + u(x, t).

(2.1)

c(x, 0) = c0(x) > 0, n(x, 0) = n0(x), h(x, 0) = h0(x);

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂n(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (2.2)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x:

dc(x) =

 dg, åñëè x ëåæèò â ñåðîé îáëàñòè,

dw, åñëè x ëåæèò â áåëîé îáëàñòè.

Ôóíêöèè f1(c(x, t)) è f2(n(x, t)) çàäàþò ïðîëèôåðàöèþ (ðàçìíîæåíèÿ)

áîëüíûõ è çäîðîâûõ êëåòîê ïî çàêîíó Ãîìïåðöà.

Ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ g(h) îïèñûâàåò âëèÿíèå êîíöåíòðàöèè

òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà íà ðîñò êëåòîê (ôóíêöèÿ òåðàïèè). Äàëåå ïîëàãà-

åì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(h) =
h

a0 + h
, a0 > 0, a0� êîíñòàíòà.

Ôóíêöèÿ φ(c, n) îïèñûâàåò ýôôåêò âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷èñëà áîëüíûõ

êëåòîê íà ïîïóëÿöèþ çäîðîâûõ êëåòîê. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî

φ(c, n) =
c(x, t)n(x, t)

b0 + c(x, t)
, b0 > 0, b0� êîíñòàíòà.

u(x, t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèå êîíöåíòðà-
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öèè ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâ â òî÷êå x ∈ D çà åäèíèöó âðåìåíè. Äàëåå ïîëà-

ãàåì, ÷òî

0 6 u 6 q, q > 0, q� êîíñòàíòà. (2.3)

γ è dh � êîýôôèöèåíòû äèññèïàöèè è äèôôóçèè ëåêàðñòâà.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî c(x, t) > 1, n(x, t) > 1, äëÿ

ëþáîãî x ∈ D.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðîñòûõ

ñòðàòåãèé (Σ), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (2.3) è èìååò âèä:

u(x, t) = χ(x)u0(t), ãäå (2.4)

u(x, t) =

 q, 0 6 t 6 τ1;

0, τ1 6 t 6 τ2.

χ(x) =

 1, x ∈ D0 ⊆ D;

0, x /∈ D0 ⊆ D;

Åñëè D0 ≡ D, ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé îò ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé, åñëè îáëàñòü D0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ òî÷-

êó x0, ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëüòà-ôóíêöèþ: u(x, t) =

δ(x− x0)u0(t)

Ïðè êàæäîé çíà÷åíèè t îïðåäåëèì îáëàñòü Ω (îáëàñòü âûæèâàåìîñòè)

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè:

∫
D

lnn(x, t) dx > n∗,

∫
D

ln c(x, t) dx 6 c∗. (2.5)

Çäåñü n∗, c∗ � çàäàííûå âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ: ñðåäè âñåõ óïðàâëÿþùèõ

ôóíêöèé èç êëàññà ïðîñòûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè íàéòè òàêóþ, ïðè êîòîðîé
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âðåìÿ TΩ ïðåáûâàíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè (c, n, h) â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè

Ω áóäåò ìàêñèìàëüíûì:

T → max,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî òåðàïåâòè÷åñêîãî

ñðåäñòâà çà âðåìÿ TΩ îãðàíè÷åííî çàäàííîé âåëè÷èíîé Q, ò.å.

TΩ∫
0

∫
D

h(x, t) dx 6 Q.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàííåå, îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò òå ïðîñòûå ñòðà-

òåãèè òåðàïèè, ïåðèîäè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâà-

íèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íå âûõîäÿùåé çà ãðàíèöû îáëàñòè âûæèâàåìîñòè

Ω. Óïðàâëåíèå íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ïî ïðîñòðàíñòâó.

Ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà

è äëÿ îïèñàíèÿ òåðàïèè äðóãèõ âèäîâ ðàêîâûõ êëåòîê, íàïðèìåð, ìåëàíî-

ìû. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ k2 è α, õàðàêòåðèçóþùèõ ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ

ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà çäîðîâûå êëåòêè, à òàêæå ñòåïåíü âëèÿíèÿ áîëü-

íûõ êëåòîê íà çäîðîâûå êëåòêè, ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû è

íóæäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

Ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðàïèè ãëèîìû ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-

æåíèåì ìîäåëè èç ïðåäûäóùåé ãëàâû. Â íåé äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ

äèíàìèêà êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê. Â ýêîíîìèêå çàäà÷è âûæèâàåìîñòè

áûëè ïîñòàâëåíû â [10]. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è âûæèâàåìîñòè

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ìåäèöèíå â íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ ïî òåîðèè

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ìåäèöèíå íàé-

äåíû íå áûëè. Çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà ïåðåä àâòîðîì íàó÷íûì ðóêîâîäèòå-

ëåì Àëåêñàíäðîì Ñåðãååâè÷åì Áðàòóñåì. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ, ïðîâå-

äåííîãî àâòîðîì, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [56].
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2.2 Íèæíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà çäîðîâûõ êëåòîê

Îöåíêà íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà àíàëîãè÷íî

îöåíêå íà êîëè÷åñòâî áîëüíûõ êëåòîê èõ ïåðâîé ãëàâû. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-

íûå îöåíêè, äîêàæåì óòâåðæäåíèå, ïðåäâàðÿþùåå îñíîâíîé àíàëèç çàäà÷è.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè â ëåììàõ (1.2), (1.3), (1.3), òîãäà

èç ñèñòåìû (2.1) ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ:


dc(t)
dt > ρ1SD − k1

q
Sγ+qSD − ρ1β1X(t) = A1 − A2c(t),

dn(t)
dt > ρ2SD − k2

q
Sγ+qSD − l1SD − ρ2β2n(t) = B1 −B2n(t),

dh(t)
dt = −γh(t) + u(t).

(2.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

c(t) =

∫
D

ln c(t) dx >
S(ρ1 − k1

q
Sγ+q)

ρ1β1

(
1− e−ρ1β1t

)
+

∫
D

ln c0 dxe
−ρ1β1t.

n(t) =

∫
D

lnn(t) dx >
S(ρ2 − l1 − k2

q
Sγ+q)

ρ2β2

(
1− e−ρ2β2t

)
+

∫
D

lnn0 dxe
−ρ2β2t.

h(t) =

∫
D

h(t) dx 6 qS

γ

(
1− e−γt

)
.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

lim
t→∞

c(t) = c∞, lim
t→∞

n(t) = n∞.

Ïðè t −→ ∞ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

c∞ >
S(ρ1 − k1

q
Sγ+q)

ρ1β1
= c0; n∞ >

S(ρ2 − l1 − k2
q

Sγ+q)

ρ2β2
= n0. (2.7)
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Èç ñðàâíåíèé íåðàâåíñòâ (2.7) ñ èíòåãðàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè (2.2) ïî-

ëó÷èì:

1. Åñëè
S(ρ1−k1 q

Sγ+q )

ρ1β1
> c∗, òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèé, óäåðæèâàþùèõ ôàçî-

âóþ òî÷êó â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè: îãðàíè÷åíèå ñâåðõó ïî êîëè÷åñòâó

áîëüíûõ êëåòîê îáÿçàòåëüíî áóäåò íàðóøåíî.

2. Åñëè
S(ρ2−l1−k2 q

Sγ+q )

ρ2β2
> n∗, òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèÿõ îãðàíè÷å-

íèå ñíèçó íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê áóäåò âñåãäà âûïîëíåíî.

2.3 Óñòîé÷èâîñòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (2.1) áåç ó÷¼òà ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:
dc(t)
dt = ρ1c(t)(1− β1 ln c(t))− k1c(t)g(h),

dn(t)
dt = ρ2n(t)(1− β2 lnn(t))− k2n(t)g(h)− αφ(c, n),

dh(t)
dt = −γh(t) + u(t).

(2.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c(t) = ln c(t), n(t) = lnn(t). Ïðè êàæäîé çíà÷åíèè t

îïðåäåëèì îáëàñòü Ω (îáëàñòü âûæèâàåìîñòè) ñëåäóþùèìè èíòåãðàëüíûìè

íåðàâåíñòâàìè:

n(t) > n∗, c(t) 6 c∗. (2.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå u(t) = u ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì

ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ 0 6 u 6 q.

Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó ñèñòåìû ñ êîîðäèíàòàìè Au (cu, nu, hu):

cu =
1

β1
(1− κ1g(u)), nu =

1

β2
(1− κ2g(u))−

α

β1ρ2
l(c∗), hu =

u

γ
(2.3)
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Çäåñü

κi =
ki
ρi
, g(u) =

u

γ + u
, l(cu) =

ec∗

1 + ecu
.

Àíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà Au

ÿâëÿåòñÿ àññèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì óçëîì ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà 0 6 u 6 q.

Àíàëèç ñèñòåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ

òî÷êà ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 3.3).

0
1

2
3

4

0

2

4

6

8
0

2

4

6

8

hc

n

Ðèñ. 2.1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (2.1)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α õàðàêòåð

äèíàìèêè ñèñòåìû (2.1) íå èçìåíÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëó÷àþ, êîãäà α = 0.

Ïðè u = 0 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ A0 áóäåò âñåãäà íàõîäèòüñÿ âíå îáëàñòè

âûæèâàíèÿ Ω, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå êîíöåíòðàöèÿ ðàêîâûõ êëåòîê äîñòèãàåò

ñâîåãî ïðåäåëüíîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Òàê êàê ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (2.3) àññèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî äëÿ

òîãî ÷òîáû ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.1) ìîãëà ïîïàñòü â îáëàñòü Ω,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû òî÷êàAu ∈ Ω.Îöåíèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà u, ïðè êîòîðûõ

ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, ïîëàãàÿ α = 0.

Åñëè Au ∈ Ω, òî

1− κ1z > β1n∗, 1− κ2z > β2cu, κi =
ki
ρi
, i = 1, 2, κ1 > κ2 > 1.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
γr1

1− r1
< u <

γr2
1− r2

(2.4)

Çäåñü

r1 =
1

κ1
(1− β1cu), r2 =

1

κ2
(1− β2cu).

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿþòñÿ òàêæå ïðîñòðàíñòâåííî

îäíîðîäíûìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû (2.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t > 0 ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè

c(x, t), n(x, t), h(x, t) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé t è ïðè-

íàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W 2
2 (D), êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé x. Çäåñü

W 2
2 (D) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ñî âñåìè ïðî-

èçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû âëî-

æåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òàêèå ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè

âåçäå â D, êðîìå, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü,

÷òî dc(x) = dc è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x ∈ D.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ v∗ =

(c∗, n∗, h∗) ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ

ëþáîãî ϵ > 0 ìîæíî óêàçàòü â ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (D) òàêóþ îêðåñòíîñòü U δ

v∗

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ v∗, ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ñèñòåìû (2.1)

èç ýòîé îêðåñòíîñòè áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå

∥v(x, t)− v∗∥W 2
2 (D) < ϵ, t > 0

Çäåñü v(x, t) = (c(x, t), n(x, t), h(x, t)) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëü-

íûìè äàííûìè èç îêðåñòíîñòè U δ
v∗.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àññèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè, êðîìå òîãî,

lim
t→∞

∥v(x, t)− v∗∥W 2
2 (D) = 0.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâ-
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íåíèÿ Ëàïëàñà

∆ψ(x) = −λψ(x), x ∈ D,

(
∂ψ

∂v

)
Γ

= 0 (2.5)

Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (2.5) ψ0(x) = 1, ψi(x), i =

1, 2, . . . îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (D), êîòîðàÿ îáëàäàåò

ñâîéñòâîì îðòîíîðìàëüíîñòè

∫
D

ψi(x)ψj(x) dx = δi,j, i, j = 0, 1, 2 . . . (2.6)

Çäåñü δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.5) îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

λ0 = 0 < λ1 6 λ2 . . . 6 λn 6 . . . lim
n→+∞

λn = +∞

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

(2.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (D) ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u 0 6 u 6 q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè îá óñòîé÷èâîñòè ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) â âèäå

c(x, t) = c∗ + δ

(
c0(t) +

∞∑
s=1

cs(t)ψs(x)

)
= c∗ + δΨc(x, t),

n(x, t) = n∗ + δ

(
n0(t) +

∞∑
s=1

ns(t)ψs(x)

)
= n∗ + δΨn(x, t),

h(x, t) = h∗ + δ

(
h0(t) +

∞∑
s=1

hs(t)ψs(x)

)
= h∗ + δΨh(x, t).

(2.7)

Çäåñü ln c∗ = cu, lnn∗ = nu, h
∗ = u

γ , ãäå çíà÷åíèÿ cu è nu îïðåäåëåíû

ðàâåíñòâîì (2.4), δ �äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäñòàâëåíèå (2.7) âîçìîæíî, òàê êàê ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
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{ψs(x)}∞s=0 çàäà÷è (2.5) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå W 2
2 (D).

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (2.7) â óðàâíåíèå (2.1), ó÷èòûâàÿ ëèøü ëèíåéíûå

îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà δ ÷ëåíû. Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ψk(x, t), ψn(x, t), ψh(x, t).

∂Ψc(x,t)
∂t = (ρ1(1− β1 ln c

∗)− β1ρ1 − k1g(h
∗))Ψc(x, t)− k1c

∗g′(h∗)Ψh(x, t)+

+dc∆Ψc(x, t),

∂Ψn(x,t)
∂t =

(
ρ2(1− β2 lnn

∗)− β2ρ2 − k2g(h
∗)− α∂φ(c

∗,n∗)
∂n

)
Ψn(x, t)−

−α∂φ(c
∗,n∗)
∂c Ψc(x, t)− k2c

∗g′(h∗)Ψh(x, t) + dn∆Ψn(x, t),

∂Ψh(x,t)
∂t = −γΨh(x, t) + u+ dh∆Ψh(x, t).

(2.8)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñèñòåìó (2.8) ïî îáëàñòè D ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ îðòîãîíàëü-

íîñòè (2.6), à òàêæå ðàâåíñòâ

∫
D

∆Ψc(x, t) dx = 0,

∫
D

∆Ψn(x, t) dx = 0,

∫
D

∆Ψh(x, t) dx = 0.

Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé c0(t), n0(t) è h0(t) ðàçëîæåíèÿ (2.7).

dc0(t)
dt = (ρ1(1− β1 ln c

∗)− β1ρ1 − k1g(h
∗)) c0(t)− k1c

∗g′(h∗)h0(t),

dn0(t)
dt =

(
ρ2(1− β2 lnn

∗)− β2ρ2 − k2g(h
∗)− α∂φ(c

∗,n∗)
∂n

)
n0(x, t)−

−α∂φ(c
∗,n∗)
∂c c0(x, t)− k2c

∗g′(h∗)h0(t),

dh0(t)
dt = −γh0(t) + u.

(2.9)

Ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (2.9) â íåïîäâèæíîé òî÷êå (2.4) ñîâïàäàåò ñ ìàò-

ðèöåé ßêîáè ñèñòåìû (2.1). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→∞

c0(t) = lim
t→∞

n0(t) = lim
t→∞

h0(t) = 0.
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Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå (2.8) óìíîæèòü íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ψs(x)

çàäà÷è (2.5) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ðåçóëüòàò, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2.6), òî ìû

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé cs(t), ns(t) è hs(t) ðàçëî-

æåíèÿ (2.7), êîòîàðÿ ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (2.9) ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî â êàæ-

äîì óðàâíåíèè äîáàâÿòñÿ ÷ëåíû −λsdccs(t), −λsdnns(t), −λsdhhs(t) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òàê êàê λs > 0 è λs → +∞, s → +∞, òî ïîÿâëåíèå ýòèõ ÷ëåíîâ íå

èçìåíÿåò ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→∞

cs(t) = lim
t→∞

ns(t) = lim
t→∞

hs(t) = 0, s = 1, 2 . . .

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.4 Ñâîéñòâî èíåðöèè

Ñèñòåìà (2.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíåðöèîíîñòè ïðè ïåðåêëþ÷åíèè óïðàâ-

ëåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ u = q íà ìèíèìàëüíîå u = 0 è íàîáîðîò.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýòîãî ôàêòà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1).

Åñëè, íàïðèìåð, h(t0) = h0 è

u(t) =

 q, t0 6 t 6 t0 + τ1,

0, t0 + τ1 6 t 6 t0 + τ1 + τ2, τ1 > 0, τ2 > 0

òî ãðàôèê ðåøåíèÿ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (2.1) çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé (τ1 >

0, τ2 > 0)

h(t) =

 h0 +
q
γ

(
1− e−(t−t0)

)
, t0 6 t 6 t0 + τ1,

h0 +
q
γ

(
1− e−(t0+τ1)

)
e−γ(t−t0−τ1), t0 + τ1 6 t 6 t0 + τ1 + τ2

Èíåðöèåé çäîðîâûõ êëåòîê áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ íàáëþäà-

åòñÿ, êîãäà ïðè ïåðåêëþ÷åíèè óïðàâëåíèÿ ñ àêòèâíîãî íà ïàññèâíîå, ñêî-

ðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâåííîé âåëè÷èíû çäîðîâûõ êëåòîê n(t) ïðîäîëæàåò

óìåíüøàòüñÿ. Àíàëîãè÷íî èíåðöèåé áîëüíûõ êëåòîê áóäåì íàçûâàòü ñèòóà-
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öèþ êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ, êîãäà ïðè ïåðåêëþ÷åíèè óïðàâëåíèÿ ñ ïàññèâíîãî

íà àêòèâíîå, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâåííîé âåëè÷èíû áîëüíûõ êëåòîê

c(t) ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ.

Ïðè ìãíîâåííîì ïåðåêëþ÷åíèè óïðàâëåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâåííî-

ãî ñðåäñòâà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ëèøü ÷åðåç íåêîòîðîå

âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå ïîêèäàëà îá-

ëàñòü âûæèâàåìîñòè Ω, íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ

ïðåæäå, ÷åì ýòà òðàåêòîðèÿ äîñòèãíåò ãðàíèöû îáëàñòè Ω.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íóëåâûå èçîêëèíû ïåðåìåííûõ c(t), n(t), êîòîðûå

çàäàþòñÿ â ïëîñêîñòÿõ (h, c) è (h, n) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè ãèïåðáî-

ëàìè.

c = β−1
1

(
1− κ1h

1 + h

)
= φc(h), n = β−1

2

(
1− κ2h

1 + h

)
= φn(h). (2.1)

Èçîêëèíû φn(h) è φc(h) ðàçáèâàåò îáëàñòü Ω íà ÷åòûðå ïîäîáëàñòè:

D+
c = {(c, n, h) ∈ Ω : c > φc(h)}

D−
c = {(c, n, h) ∈ Ω : c < φc(h)}

D+
n = {(c, n, h) ∈ Ω : n > φn(h)}
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D+
n = {(c, n, h) ∈ Ω : n < φn(h)}

Åñëè ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω1 = D−
c ∩D+

n , òî ïðè ëþáîì

âûáîðå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè îãðàíè÷åíèå c 6 c∗, n > n∗ íå áóäóò íàðóøå-

íû.

Åñëè æå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò â îáëàñòü Ω2 = D+
c ∩D+

n , òî îãðà-

íè÷åíèå c 6 c∗, ìîæåò áûòü íàðóøåíî â ñèëó îïèñàííûõ ñâîéñòâ èíåðöèîí-

íîñòè, â òî âðåìÿ êàê îãðàíè÷åíèå n > n∗ áóäåò âûïîëíåíî ïðè ëþáîì âû-

áîðå óïðàâëåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ c 6 c∗,

íåîáõîäèì äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç. Âûïóñòèì èç êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè

Σc = {c, n, h : c = ψc(h), c = c∗} òðàåêòîðèè â îáðàòíîì âðåìåíè ñ óïðàâ-

ëåíèåì u = q. Îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ ýòèìè òðàåêòîðèÿìè

÷åðåç γc. (ñì. ðèñ.2.3 ñëåâà)

Åñëè ôàçîâàÿ êîîðäèíàòà ñèñòåìà ïîïàäàåò â îáëàñòüBc, ëåæàùóþ ìåæäó

ïîâåðõíîñòüþ γc è îñüþ c, òî ïðè ëþáîì âûáîðå óïðàâëåíèÿ ôàçîâîå îãðà-

íè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà áîëüíûõ êëåòîê c 6 c∗ áóäåò íà-

ðóøåíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü γc îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì

íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü àêòèâíîå óïðàâëåíèå u = q è òåì ñàìûì èçáåæàòü

ïîïàäàíèå îðáèòû ñèñòåìû â îáëàñòü Bc.

Åñëè îðáèòà ñèñòåìû íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω3 = D−
c ∩D−

n , òî îãðàíè÷åíèå

n > n∗ ìîæåò áûòü íàðóøåíî, â òî âðåìÿ êàê îãðàíè÷åíèå c 6 c∗ áóäåò âûïîë-

íåíî ïðè ëþáîì âûáîðå óïðàâëåíèÿ. Âûïóñòèì èç êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè

Σn = {c, n, h : n = ψn(h), n = n∗} òðàåêòîðèè â îáðàòíîì âðåìåíè ñ óïðàâ-

ëåíèåì u = 0. Îáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ ýòèìè òðàåêòîðèÿìè

÷åðåç γn. (ñì. ðèñ.2.3 ñïðàâà).

Åñëè ôàçîâûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû ïîïàäàþò â îáëàñòü Bn, ëåæàùóþ âû-

øå ïîâåðõíîñòè γn, òî ïðè ëþáîì âûáîðå óïðàâëåíèÿ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íà

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî çäîðîâûõ êëåòîê n > n∗ áóäåò íàðóøåíî. Ïîâåðõíîñòü γn

îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü óïðàâëåíèå u = 0
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è òåì ñàìûì èçáåæàòü ïîïàäàíèå îðáèòû â îáëàñòü Bn.

Åñëè æå îðáèòà ñèñòåìû ïîïàäàåò â îáëàñòü Ω4 = D+
c ∩D−

n , òî ìîãóò áûòü

íàðóøåíû êàê îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî áîëüíûõ êëåòîê, òàê è íà ÷èñëî çäîðî-

âûõ êëåòîê. Ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå âûáîðà n∗ < c∗ îïèñàííûå

âûøå ïîâåðõíîñòè γc, γn íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

îáëàñòü Ω4 ñîäåðæèò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè Bc è Bn, êîòîðûå õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïðè ïîïàäàíèè ôàçîâîé òðàåêòîðèè â ýòè îáëàñòè îäíî

èç ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé áóäåò íåïðåìåííî íàðóøåíî. Ïîâåðõíîñòè γc ∩Ω4 è

γn∩Ω4 îïðåäåëÿþò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà àêòèâíûõ è ïàññèâíûõ

óïðàâëåíèé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîãî çàêîíà ðîñòà ÷èñëåííîñòè âñå ïðè-

âåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ, íåñìîòðÿ íà èçìåíåíèÿ

âèäà èçîêëèí è ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ.

ln c

h

 

 

Viable
Domain

u=q

(ln c)
t
=0

ln n

h u=0

Viable
Domain

(ln n)
t
=0

Ðèñ. 2.3. Íà ðèñóíêå ñëåâà îáëàñòü âûæèâàåìîñòè íàõîäèòñÿ ñëåâà. Çàøòðèõîâàííàÿ
îáëàñòü Bc îãðàíè÷åíà ãðàíèöåé îáëàñòè âûæèâàåìîñòè è äîñòðîåííîé ïîâåðõíîñòüþ γc.
Íà ðèñóíêå ñïðàâà îáëàñòü âûæèâàåìîñòè íàõîäèòñÿ ñïðàâà. Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü

Bn îãðàíè÷åíà ãðàíèöåé îáëàñòè âûæèâàåìîñòè è äîñòðîåííîé ïîâåðõíîñòüþ γn.
Èçîáðàæåíû ñëó÷àè k1 > ρ1, k2 > ρ2.

2.5 ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñîñðåäîòî÷åííîé ìîäåëè

Îáîçíà÷èì íåïîäâèæíóþ òî÷êó Au ñèñòåìû (2.1) ïðè u = q êàê A1 è áóäåì

íàçûâàòü íåïîäâèæíîé òî÷êîé àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
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u = 0 íåïîäâèæíóþ òî÷êó îáîçíà÷èì êàê A0 è áóäåì íàçûâàòü íåïîäâèæíîé

òî÷êîé ïàññèâíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïàññèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

âûæèâàåìîñòè, çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè âðåìåíè íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè ñè-

ñòåìû â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè òåðÿåò ñìûñë.

Â ñëó÷àå, êîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïàññèâíîãî óïðàâëåíèÿ íå ïðèíàäëå-

æèò îáëàñòè âûæèâàåìîñòè, çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ:

1. çàäà÷à ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì: A2 ∈ Ω, A1 /∈ Ω.

2. çàäà÷à ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè: A2 /∈ Ω, A1 /∈ Ω.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Ñåé÷àñ âòîðîå óðàâíåíèå ñè-

ñòåìû (2.1) íå èãðàåò ðîëè.

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû
dc(t)
dt = ρ1(1− β1c(t))− k1

h(t)
1+h(t) ,

dh(t)
dt = −γh(t) + u(t).

(2.2)

çàäàíû ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ: c(t) < c∗.

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå öèêëè÷åñêèå ðåæèìû óïðàâëåíèÿ, ÷òîáû ìàêñè-

ìèçèðîâàòü âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè:

TΩ −→ max,

è ìèíèìèçèðîâàòü çà îäèí öèêë êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå:

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt −→ min,

çäåñü τ1 � ìîìåíò âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ðåæèìà u = q íà ðåæèì u = 0, à

τ2 � ìîìåíò âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ðåæèìà u = 0 íà ðåæèì u = q.

Îáîçíà÷èì ãðàíèöó îáëàñòè âûæèâàåìîñòè ïî ïåðåìåííîé c êàê Σc.
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Íà÷àëüíóþ òî÷êó îïðåäåëèì íà ãðàíèöå Σc, êîòîðàÿ çàäà¼ò çàâèñèìîñòü

ìåæäó c0 = c(t = 0) è h0 = h(t = 0). Ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

ëåêàðñòâà u = q â òå÷åíèå âðåìåíè τ1, êîîðäèíàòû ôàçîâîé òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ

c1 = c(t = τ1) è h1 = h(t = τ1). Çàòåì ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè τ2, â òå÷åíèå

êîòîðîãî ëå÷åíèÿ íå ïðîèñõîäèò (u = 0), ôàçîâàÿ òî÷êà äîëæíà âåðíóòüñÿ

â ïðåæíåå ïîëîæåíèå: c2 = c(t = τ1 + τ2) = c0 îäíîâðåìåííî ñ h2 = h(t =

τ1 + τ2) = h0.

Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå q, τ1, τ2, c0, h0, ÷òîáû

1. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå öèêëè÷íîñòè: c2 = c0, h2 = h0;

2. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ:

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt −→ min

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ.

Äëÿ ñèñòåìû 
dc(t)
dt = ρ1(1− β1c(t))− k1

h(t)
1+h(t) ,

dn(t)
dt = ρ2(1− β2n(t))− k2

h(t)
1+h(t) ,

dh(t)
dt = −γh(t) + u(t).

(2.3)

çàäàíû ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ:

c(t) < c∗,

n(t) > n∗.

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå öèêëè÷åñêèå ðåæèìû óïðàâëåíèÿ, ÷òîáû ìàêñè-

ìèçèðîâàòü âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè:

TΩ −→ max,
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è ìèíèìèçèðîâàòü çà îäèí öèêë êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà â îðãàíèçìå:

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt −→ min,

çäåñü τ1 � ìîìåíò âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ðåæèìà u = q íà ðåæèì u = 0, à

τ2 � ìîìåíò âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ ðåæèìà u = 0 íà ðåæèì u = q.

Íà÷àëüíóþ òî÷êó îïðåäåëèì íà ãðàíèöå Σc, êîòîðàÿ çàäà¼ò çàâèñèìîñòü

ìåæäó c0 = c(t = 0) è h0 = h(t = 0). Ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ

ëåêàðñòâà u = q â òå÷åíèå âðåìåíè τ1, êîîðäèíàòû ôàçîâîé òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ

c1 = c(t = τ1), h1 = h(t = τ1) è n1 = n(t = τ1).

Ïóñòü (c1, n1, h1) ∈ Φx.

Çàòåì ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè τ2, â òå÷åíèå êîòîðîãî ëå÷åíèÿ íå ïðî-

èñõîäèò (u = 0), ôàçîâàÿ òî÷êà äîëæíà âåðíóòüñÿ â ïðåæíåå ïîëîæåíèå:

c2 = c(t = τ1 + τ2) = c0 îäíîâðåìåííî ñ h2 = h(t = τ1 + τ2) = h0 è ñ

n2 = n(t = τ1 + τ2) = n0.

Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå q, τ1, τ2, c0, h0, n0, ÷òîáû

1. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íà ëåâîé ãðàíèöå: (c1, n1, h1) ∈ Σn,

2. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå: (c0, n0, h0) ∈ Σc,

3. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå öèêëè÷íîñòè: c2 = c0, h2 = h0, n2 = n0,

4. âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ìèíèìèçàöèè êðèòåðèÿ:

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt −→ min

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà (2.1) è ïîäîáðàíû ñëåäóþùèå

ïàðàìåòðû:



77

ïàðàìåòð çíà÷åíèå

êîýôôèöèåíò âûâîäà ëåêàðñòâà (γ) 0.3× 10−3 ñì2/äåíü

ïàðàìåòð íàñûùåíèÿ äëÿ ðàêîâûõ êëåòîê (β1) 0.0819 øò−1

ñêîðîñòü ðîñòà ðàêîâûõ êëåòîê (ρ1) 0.01 äåíü−1

êà÷åñòâî òåðàïèè äëÿ ðàêîâûõ êëåòîê (k1) 0.108

âåðõíÿÿ ãðàíü êîíöåíòðàöèè ðàêîâûõ êëåòîê (c∗) 403 ≈ e6 øò/ñì2

ïðåäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàêîâûõ êëåòîê(ncanser ) 2× 105 øò/ñì2

ïàðàìåòð íàñûùåíèÿ äëÿ çäîðîâûõ êëåòîê(β2) 0.0869 øò−1

ñêîðîñòü ðîñòà çäîðîâûõ êëåòîê (ρ2) 0.005 äåíü−1

êà÷åñòâî òåðàïèè (k2) 0.054

ïðåäåëüíàÿ ïëîòíîñòü çäîðîâûõ êëåòîê (nhealth) 105 øò/ñì2

íèæíÿÿ ãðàíü êîíöåíòðàöèè çäîðîâûõ êëåòîê (n∗) 54.6 ≈ e4 øò/ñì2

Íà èíòåðâàëå q = [0.1, 1] àëãîðèòì ïîçâîëèë íàéòè ñëåäóþùèå òðàåêòî-

ðèè, ïîêàçàííûå íà ðèñ.2.4.
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Ðèñ. 2.4. Ïî÷òè öèêëè÷åñêèé ðåæèì ñ íåáîëüøèì óëó÷øåíèåì ïî êîîðäèíàòå c = ln c.
Ãðàíèöà äîïóñòèìîé îáëàñòè ïðîõîäèò ïî c = 6, n = 4. Â ýòîì ñëó÷àå çà öèêë íàáèðàåòñÿ
H = 0.0430, ïàðàìåòðû ëå÷åíèÿ: q = 0.071, τ1 = 3.4, τ2 = 12. Åñëè îãðàíè÷èòü îáùåå

êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà êàê H = 1, êîëè÷åñòâî öèêëîâ â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè ñîñòàâèò
23.
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2.6 Ïðîñòûå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ â ðàñïðåäåëåí-

íîé ñèñòåìå

Ïîëîæèì â ñèñòåìå (2.1) u(t) = u = const. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñèñòåìû

(2.1) Au ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû (2.1). Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçû-

âàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðîñòðàí-

ñòâå Ñîáîëåâà W 2
2 (D), è äëÿ ñèñòåìû (2.1) îíà îêàçûâàåòñÿ àññèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâîé.

Âîïðîñ ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè âíóòðè îáëàñòè âûæèâàåìîñòè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáíàðóæåíèÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè Au ïðè u = 0 è íåïîäâèæíîé òî÷êè Au ïðè u = q.

Çàäà¼ì ëþáóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó (c, n, h = 0), ïåðåñ÷èòûâàåì å¼ êîîðäè-

íàòû â îñÿõ
∫
D

ln c(x, t) dx ×
∫
D

lnn(x, t) dx × h. Ïðîñ÷èòûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ

ñèñòåìû (2.1) ñ çàäàííûì çàðàíåå óïðàâëåíèåì ïðè u = q äî òåõ ïîð ïîð,

ïîêà çà îäèí øàã âðåìåíè èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè íå îêàæåò-

ñÿ ìåíüøå çàðàíåå âûáðàííîé íåáîëüøîé âåëè÷èíû ϵ. Ïîëó÷åííóþ êîíå÷íóþ

òî÷êó òðàåêòîðèè íàçîâ¼ì Fq.

Äàëåå îò ïîëó÷åííîé òî÷êè Fq, ïðîäîëæàÿ ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü ñèñòå-

ìó (2.1), ñòðîèì òðàåêòîðèþ, ïîëîæèâ u = 0, âíîâü äî òåõ ïîð ïîð, ïîêà çà

îäèí øàã âðåìåíè èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè íå îêàæåòñÿ ìåíüøå

ϵ. Ïåðåêëþ÷àåì óïðàâëåíèå íà u = q � âîçâðàùàåìñÿ â ϵ-îêðåñòíîñòü òî÷êè

Fq.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî íà÷èíàòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè ïðè u = 0,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèòü òî÷êó F0, è äàëåå, ïåðåêëþ÷àÿ óïðàâëåíèå,

ñëåäîâàòü îïèñàííîìó àëãîðèòìó. Â îñÿõ
∫
D

ln c(x, t) dx×
∫
D

lnn(x, t) dx ïîëó÷à-

åòñÿ öèêëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïîëó÷åííûé öèêë áóäåì íàçûâàòü ¾áîëüøèì¿

öèêëîì. Åñëè êàêàÿ-òî îáëàñòü, çàêëþ÷åííàÿ âíóòðè ïîñòðîåííîãî ¾áîëüøî-

ãî¿ öèêëà âõîäèò â îáëàñòü âûæèâàåìîñòè Ω, òî ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñ

ðåëåéíûì óïðàâëåíèåì öèêëè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâóåò â îáëàñòè âûæè-
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âàåìîñòè. Òî åñòü ìîæíî òàê ïîäîáðàòü âðåìåíà ïåðåêëþ÷åíèÿ, ÷òîáû ôàçî-

âàÿ òî÷êà íå ïåðåñåêàëà ãðàíèöû îáëàñòè Ω. Íàéäåííûé òàêèì îáðàçîì öèêë

áóäåì íàçûâàòü ¾ìàëûì¿ öèêëîì.

Íà ðèñ. 2.5 èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ¾áîëüøîé¿ öèêë ÷àñòè÷íî ïîïàäàåò

â îáëàñòü âûæèâàåìîñòè.
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Ðèñ. 2.5. ¾Áîëüøîé¿ öèêë íà ðèñóíêå ñëåâà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü
∫
D

ln c dx×
∫
D

lnn dx

âûãëÿäèò êàê îòðåçîê. Íà ïðàâîì ðèñóíêå ïîêàçàí ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ: τ1 = 15
äíåé, τ2 = 110 äíåé, q = 0.008. Ãðàíèöû îáëàñòè âûæèâàåìîñòè: c∗ = 250, n∗ = 370.

Íà ðèñ. 2.6 èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ¾áîëüøîé¿ öèêë ëåæèò íèæå îáëà-

ñòè âûæèâàåìîñòè, è óïðàâëåíèÿ, óäåðæèâàþùåãî ôàçîâóþ òî÷êó â îáëàñòè

âûæèâàåìîñòè, íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîäáîðà îïòèìàëüíûõ çíà-

÷åíèé τ2
τ1
äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðåáîð (ñì. ðèñ. 2.6, 2.7). Ïåðåáîð çíà÷åíèé

τ2
τ1
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè τ1. Îãðàíè÷åíèå íà äîçó ëå-

êàðñòâà âûáðàíî QT =
∫
D

T∫
0

h(x, t) dx 6 400. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ
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íàèëó÷øèì óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ τ2 = 105, õîòÿ ôàçîâàÿ òî÷êà

áîëüøå âðåìåíè ïðîâîäèò â îáëàñòè Ω ïðè τ2 = 90.
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Q ≤ 400
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Q

T
=386.4

T=568
Q

T
=400

T=578.5
Q

T
=329

Ðèñ. 2.6. ¾Áîëüøîé¿ öèêë íå ïîïàäàåò â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ τ2

τ1
èñïîëüçóåòñÿ ïåðåáîð.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 2.7, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå τ2
τ1
, òåì ñ áîëüøåé âåðîÿò-

íîñòüþ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñå÷¼ò ãðàíèöó îáëàñòè âûæèâàåìîñòè ïðè∫
D

ln c(x, t) dx = c∗ � òî åñòü, íàðóøèâ îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà êîëè÷åñòâî

áîëüíûõ êëåòîê. Àíàëîãè÷íî, ÷åì ìåíüøå ñîîòíîøåíèå τ2
τ1
, òåì ñ áîëüøåé âå-

ðîÿòíîñòüþ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñå÷¼ò ãðàíèöó îáëàñòè âûæèâàåìîñòè

ïðè
∫
D

lnn(x, t) dx = n∗ � òî åñòü, íàðóøèâ îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà êîëè÷åñòâî

çäîðîâûõ êëåòîê. Íà ðèñ. 2.7 êàê m îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî öèêëîâ, êîòîðîå

ôàçîâàÿ òî÷êà ìîæåò ñäåëàòü äî íàðóøåíèÿ ãðàíèöû. Êàê H � êîëè÷åñòâî

ëåêàðñòâà, èçðàñõîäîâàííîå çà îäèí öèêë:
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τ
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H=64, m=4.9
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Q=313.6

τ
1
=30, τ
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=30

H=63, m=3.9
T=234
Q=245.7

Ðèñ. 2.7. Ïåðåáîð çíà÷åíèé τ2
τ1
. Îãðàíè÷åíèå íà äîçó ëåêàðñòâà âûáðàíî

Q =
∫
D

T∫
0

h(x, t) dx 6 300. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íàèëó÷øèì óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

ñòðàòåãèÿ τ2 = 90, ïîòîìó ÷òî îáùåå âðåìÿ æèçíè T = 564 > 435 > 234. Çàäàíî: k1
k2

= 0.5,
α = 0, q = 0.002.

H =

∫
D

τ1+τ2∫
0

h(x, t) dt dx.

Äàëåå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.1) áûëè èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåííûå â Òàáë. 2.1. Ñ óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ

è ñ ãðàíèöàìè c∗ = 250, n∗ = 370 îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âðåìåí ëå÷å-

íèÿ è ðåëàêñàöèè íàéäåíî è ðàâíî: τ2τ1 = 2.6 (ñì. ðèñ. 2.8) Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ

ñòðåìèòñÿ â óãîë ñ êîîðäèíàòàìè (c∗, n∗).Îòíîøåíèå τ2
τ1
= 2.6 ïî êðàéíåé ìåðå

íà íåïðîäîëæèòåëüíîì îòðåçêå âðåìåíè îïðåäåëÿåò õàðàêòåð òðàåêòîðèè îñè

ñïèðàëè áåç çàâèñèìîñòè îò àáñîëþòíûõ âåëè÷èí τ1 è τ2 (ñì. ðèñ. 2.14). Âðåìÿ

ïðåáûâàíèÿ ôàçîâîé òî÷êè â îáëàñòè âûæèâàíèÿ ïðè ýòîì ðàâíî T ≈ 700.

Ðàñõîä ëåêàðñòâà ïðè ýòîì ñîñòàâèë QT =
T∫
0

∫
D

h(x, t) dx dt = 467.2 6 500.

Äàëåå ðàññìîòðèì, êàê âëèÿåò íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè ñî-

îòíîøåíèå k2
k1
: ðèñ. 2.9. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ k2, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ

k2
k1
, êîëè÷åñòâî ïîñòðàäàâøèõ çäîðîâûõ êëåòîê óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó âîç-

ðàñòàåò âåðîÿòíîñòü íàðóøèòü îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà n. Âåðõíÿÿ è ñðåäíÿÿ

òðàåêòîðèè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãîì ñîîòíîøåíèåì k2
k1

â 10 ðàç, òåì íå
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Ðèñ. 2.8. Ïåðåáîð çíà÷åíèé τ2
τ1
. Q =

∫
D

T∫
0

h(x, t) dx 6 500; k2
k1

= 0.5, α = 0, q = 0.002. Ëó÷øàÿ

ñòðàòåãèÿ: τ1 = 30, τ2 = 78.

Òàáëèöà 2.1
Ïàðàìåòðû ñèñòåìû (2.1)

ïàðàìåòð çíà÷åíèå
Dg 1.3× 10−3 ñì2/äåíü
Dw 5× 10−3 ñì2/äåíü
dh 0.386× 10−2 ñì2/äåíü
dn 1.0× 10−3 ñì2/äåíü
γh 0.0347 äåíü−1

k1 0.36 äåíü−1

ρ1 0.012 äåíü−1

β1 0.0819 øò−1

k2 0.15 äåíü−1

ρ2 0.006 äåíü−1

β2 0.0869 øò−1

α 0.001 äåíü−1

SD 6× 6 ñì2

q 0.002 ìã/äåíü
Q 500 ìã
τ1 30 äíåé

ìåíåå íàðóøåíèå ãðàíèöû ñíèçó ïî c ïðîèñõîäèò ïðèáëèçèòåëüíî â îäíî âðå-

ìÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ k2
k1
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì

àãðåññèâíîñòè ëåêàðñòâà. Íà ðèñ. 2.10 ïîêàçàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà α � ïà-

ðàìåòðà êîíêóðåíöèè çäîðîâûõ è áîëüíûõ êëåòîê. Î÷åâèäíûì ôàêòîì ÿâëÿ-
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Ðèñ. 2.9. Ïåðåáîð çíà÷åíèé k2
k1
. Çàäàíî: τ1 = 30, τ2 = 90, α = 0, q = 0.002.

åòñÿ, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà êîíêóðåíöèè îêàçûâàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå

íà êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê.
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Ðèñ. 2.10. Ïåðåáîð çíà÷åíèé α. Çàäàíî: k2
k1

= 0.5, τ1 = 30, τ2 = 90, q = 0.002.

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïàðàìåòðà q íà çíà÷åíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé τ2
τ1
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ðèñ. 2.11 äëÿ êàæäîãî q èñêàëîñü äëÿ âñåõ âîç-

ìîæíûõ ñîîòíîøåíèé τ2
τ1

(ïðè óñëîâèè, ÷òî τ1 = 30) ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ

âûæèâàíèÿ T , à òàêæå ïðè êàêîì τ2
τ1
îíî äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ q=0.002 âèäèì,

÷òî τ2
τ1
= 2.6

Çàôèêñèðóåì îòíîøåíèå âðåì¼í: τ2 = τ1χ, ãäå χ = 2.6, à òàêæå q = 0.002.

Ïðè óìåíüøåíèè âðåìåíè τ1 âðåìÿ âûæèâàíèÿ áóäåò ìåíÿòüñÿ, õîòÿ îáùèé

õàðàêòåð òðàåêòîðèè ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Íà ðèñ. 2.13 ïîêàçàíî, êàê ìåíÿåòñÿ
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Ðèñ. 2.11. äëÿ êàæäîãî q ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè âûæèâàíèÿ ðàâíî T (q) (ñ
ãðàôèêà ñïðàâà ) è ýòîò ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ïðè τ2

τ1
(q) (ñ ãðàôèêà ñëåâà). Çàäàíî:

τ1 = 30
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Ðèñ. 2.12. äëÿ êàæäîãî q ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè âûæèâàíèÿ ðàâíî T (q) (ñ
ãðàôèêà ñïðàâà ) è ýòîò ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ïðè τ2

τ1
(q) (ñ ãðàôèêà ñëåâà). Çàäàíî:

τ1 = 15, τ1 = 7

âðåìÿ âûæèâàíèÿ T è ðàñõîä ëåêàðñòâà QT ïðè èçìåíåíèè τ1. Ìàêñèìóì

âðåìåíè âûæèâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè τ1 = 2 äíÿ. Ïðè ýòîì ðàñõîä ëåêàðñòâà

QT 6 500.

Êîíå÷íî, äëÿ êàæäîãî q, êîãäà ìû áóäåì öåëèòüñÿ â óãîë îáëàñòè âû-

æèâàíèÿ, âåëè÷èíà τ2
τ1
áóäåò ìåíÿòüñÿ. Îò âåëè÷èíû τ1 ãëîáàëüíîå äâèæåíèå

ôàçîâîé òî÷êè íå çàâèñèò. Â îêðåñòíîñòè óãëà îáëàñòè âûæèâàåìîñòè ìû âè-

äèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå âåëè÷èíà τ1, òåì áîëåå òî÷íî ôàçîâàÿ òî÷êà ïîïàäàåò

â óãîë îáëàñòè âûæèâàåìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëè÷å-

ñêîé òðàåêòîðèè â îáëàñòè âûæèâàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü íà ïðåäâàðèòåëü-

íîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ äî îñíîâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Êëþ÷åâóþ
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Ðèñ. 2.13. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûæèâàíèÿ T è ðàñõîäà ëåêàðñòâà QT îò τ1 ïðè óñëîâèè,
÷òî τ2

τ1
= 2.6.
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Ðèñ. 2.14. Îòíîøåíèå τ2
τ1

= 2.6 îïðåäåëÿåò õàðàêòåð òðàåêòîðèè îñè ñïèðàëè áåç
çàâèñèìîñòè îò àáñîëþòíûõ âåëè÷èí τ1 è τ2. Çäåñü

τ2
τ1

= 2.6. Òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â
¾óãîë¿ îáëàñòè Ω.

ðîëü â àëãîðèòìå èãðàþò íåïîäâèæíûå óñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó òî÷êè ñè-

ñòåìû.

Ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû çàäàííîãî ðåñóðñà Q. Åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Q � äîñòàòî÷íî áîëüøå, ñîîòíîøåíèå τ2
τ1
îïðåäåëÿåò òî, â

êàêîé îêðåñòíîñòè îáëàñòè âûæèâàåìîñòè áóäóò íàðóøåíû å¼ ãðàíèöû. Ñà-

ìîé âûãîäíîé îáëàñòüþ íàðóøåíèÿ ãðàíèöû ïðèçíàíà îêðåñòíîñòü óãëà îáëà-

ñòè âûæèâàåìîñòè. Òåì íå ìåíåå, íà âðåìÿ âûæèâàíèÿ è íà ðàñõîä ëåêàðñòâà

ñóùåñòâåííî âëèÿþò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå τ1 (ïðè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé

âåëè÷èíå ðàçîâîé äîçû q).

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [56].
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2.7 Ïàêåò ïðîãðàìì

Ïàêåò ïðîãðàìì âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàáîð ôóíêöèé, íàïèñàííûõ è ðåàëè-

çîâàííûõ â ñðåäå MatLab, ðåøàþùèõ íà îñíîâå çàäàííûõ ÷åðåç èíòåðôåéñ

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ìîäåëè íàõîæäåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê, âèçóàëè-

çàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â áëèçè íåïîäâèæíûõ òî÷åê â îñÿõ (c, n, h).

2. Äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ìîäåëè íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé (ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèé, çíà÷åíèÿ äîçû q, âðåìÿ

ðåëàêñàöèè τ1, âðåìÿ èíòåíñèâíîé òåðàïèè τ2) íà ôèêñèðîâàííîì äèà-

ïàçîíå çíà÷åíèé q (ïî àëãîðèòìàì 1 è 2).

3. Äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ìîäåëè ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì ïåðèîäè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé âèçóàëèçàöèÿ òðàåêòîðèé â ðàçíûõ îñÿõ ïî âñåì ïåðåìåí-

íûì ìîäåëè.

4. Äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè íàõîæäåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè

ìàêñèìàëüíîì óïðàâëåíèè è ìèíèìàëüíîì óïðàâëåíèè, âèçóàëè-

çàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â áëèçè íåïîäâèæíûõ òî÷åê â îñÿõ

(
∫
D

c(x, t) dx,
∫
D

n(x, t) dx, h) âìåñòå ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè âûæèâàåìîñòè.

5. Äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè íà ôèêñèðîâàííîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ðà-

çîâîé äîçû ëåêàðñòâà q íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ âðåì¼í

ðåëàêñàöèè è ëå÷åíèÿ τ2
τ1
, à òàêæå âðåìåíè íàðóøåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè

âûæèâàíèÿ (âðåìåíè âûæèâàíèÿ ïðè óñëîâèè íåîãðàíè÷åííîãî ðåñóðñà

ëåêàðñòâà Q). Âèçóàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ â îñÿõ (τ2τ1 , q) è

(T, q).

6. Äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì òðàåêòîðèé (çíà-

÷åíèÿ äîçû q, âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ1, âðåìÿ èíòåíñèâíîé òåðàïèè τ2, çà-

ïàñà ëåêàðñòâà Q) âèçóàëèçàöèÿ òðàåêòîðèé, îäíîâðåìåííûé ïîäñ÷¼ò

ðàñõîäà ëåêàðñòâà, âðåìåíè âûæèâàíèÿ, êîëè÷åñòâî öèêëîâ.
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7. Äëÿ ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè íà ôèêñèðîâàííîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé

âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ1 íàõîæäåíèå âðåìåíè íàðóøåíèÿ ãðàíèöû îá-

ëàñòè âûæèâàíèÿ (âðåìåíè âûæèâàíèÿ ïðè óñëîâèè íåîãðàíè÷åííîãî

ðåñóðñà ëåêàðñòâà Q) è ðàñõîä ëåêàðñòâà çà ýòî âðåìÿ QT ïðè çàäàí-

íîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ τ2
τ1
. Âèçóàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ

â îñÿõ (QT , τ1) è (T, τ1).

Àëãîðèòì 1

Àëãîðèòì 1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì.

Ïðèìåíèì óñëîâèå

h0 = h2 = h1e
−γτ2,

h1 = h0e
−γτ1 +

q

γ

(
1− e−γτ1

)
,

ðàñïèøåì ìèíèìèçèðóåìûé êðèòåðèé:

H(τ1, q) =

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt = (e−γτ1 − 1)(e−γτ1(γh0 − q) + q) + qγτ1

1. Ñ âûáðàííûì çàðàíåå øàãîì â öèêëå ïåðåáðàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ

(c0, h0), îïðåäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòü Σc.

2. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ (c0, h0) ñîñòàâèòü ìàòðèöó: q×τ1, ãäå q � âåêòîð

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äîçû ëåêàðñòâà, τ1 � âåêòîð âîçìîæíûõ èíòåðâà-

ëîâ ëå÷åíèÿ, è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïîñ÷èòàòü H(τ1, q) �

ïîëó÷èòü ìàòðèöó H(τ1, q).

3. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû H(τ1, q) ïîñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâó-

þùåå çíà÷åíèå τ2 = − 1
γ ln

(
h0

h0e−γτ1+ q
γ (1−e−γτ1)

)
.

4. Òàêæå, çíàÿ τ1, τ2, h0, c0, q äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ïîñ÷èòàòü

c1, c2.

5. Âûáðàòü òå ýëåìåíòû ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, x2 6 x0.
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6. Èç îñòàâøèõñÿ âûáðàòü òîò ýëåìåíò ìàòðèöû H(τ1, q), êîòîðûé ìèíè-

ìàëåí. Åìó ñîîòâåòñòâóþò τ1, τ2, h0, c0, q. Îíè è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è.

Ïîëó÷àåìûé ðåæèì íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì, à èìåííî, ïî ïå-

ðåìåííîé, îïèñûâàþùåé êîíöåíòðàöèþ ðàêîâûõ êëåòîê, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

óëó÷øåíèå. Îí áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì ïî ïåðåìåííîé h.

Àëãîðèòì 2

Àëãîðèòì 2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèåì. Âû-

ðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè öåíû îñòà¼òñÿ òàêèì æå, ÷òî è â çàäà÷å:

H(τ1, q) =

τ1∫
0

h(t) dt+

τ2∫
τ1

h(t) dt = (e−γτ1 − 1)(e−γτ1(γh0 − q) + q) + qγτ1.

1. Ñ âûáðàííûì çàðàíåå øàãîì â öèêëå ïåðåáðàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ

(x0, h0), îïðåäåëÿþùèå êðèâóþ Σn.

2. Îïðåäåëèòü ðàçðåøåííûé äèàïàçîí äëÿ n0. Ñîñòàâèòü âåêòîð âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé äëÿ n0: n0 = {δn0, 2δn0 . . . n0}, ãäå δn0 � çàðàíåå âûáðàí-

íûé øàã.

3. Ñîñòàâèòü âåêòîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ q: q = {δq, 2δq . . . q}, ãäå

δq � çàðàíåå âûáðàííûé øàã. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó q × n0

4. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ (c0, h0) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû q × n0

îïðåäåëèòü τ1 èç óñëîâèÿ (c1, n1, h1) ∈ Σn. Êðîìå ýòîãî îêàæóòñÿ îïðå-

äåëåíû çíà÷åíèÿ c1, n1, h1.

5. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ïîñ÷èòàòüH(τ1(n0), q)� ïîëó÷èòü ìàò-

ðèöó H(n0, q).

6. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû H(n0, q) ïîñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâó-

þùåå çíà÷åíèå τ2 = − 1
γ ln

(
h0

h0e−γτ1+ q
γ (1−e−γτ1)

)
.

7. Òàêæå, çíàÿ τ1, τ2, h0, c0, q, n0, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ïîñ÷è-

òàòü n2, c2.
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8. Âûáðàòü òå ýëåìåíòû ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, c2 6 c0

è n2 > n0.

9. Èç îñòàâøèõñÿ âûáðàòü òîò ýëåìåíò ìàòðèöû H(n0, q), êîòîðûé ìèíè-

ìàëåí. Åìó ñîîòâåòñòâóþò τ1, τ2, h0, c0, n0, q. Îíè è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è.

10. Åñëè íà øàãå 8. âûáðàííîå ìíîæåñòâî îêàçàëîñü ïóñòûì, âûáðàòü òå

ýëåìåíòû ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, c2 6 c0, à çàòåì

|n2 − n0| áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Ïîëó÷àåìûé ðåæèì íåîáÿçàòåëüíî áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì, à èìåííî, ïî ïå-

ðåìåííîé, îïèñûâàþùåé êîíöåíòðàöèþ ðàêîâûõ êëåòîê, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

óëó÷øåíèå. Åñëè ïî ïåðåìåííîé, îïèñûâàþùåé êîíöåíòðàöèþ çäîðîâûõ êëå-

òîê íàáëþäàåòñÿ óõóäøåíèå (óâåëè÷åíèå), òî âðåìÿ íàõîæäåíèÿ â îáëàñòè

âûæèâàåìîñòè îãðàíè÷åííî (TΩ <∞)
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Ãëàâà 3

Ãëàäêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà â

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïòèìàëüíîé òåðàïèè âèðóñíûõ

èíôåêöèé

Ìíîãèå âèäû âèðóñîâ ñïîñîáíû ìóòèðîâàòü è ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â

îðãàíèçìå âìåñòå ñ îñíîâíûì âèðóñîì ïðèñóòñòâóþò åãî êëîíû. Åñòåñòâåííàÿ

ñìåðòíîñòü ýòèõ ïîäâèäîâ äîñòàòî÷íî âûñîêà, íî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà

îñíîâíîé âèðóñ ïîäâåðãàåòñÿ óíè÷òîæåíèþ ëåêàðñòâåííûìè ñðåäñòâàìè. Ëå-

êàðñòâåííîå ñðåäñòâî, ÿâëÿÿñü ìóòàãåíîì, ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ïîÿâëåíèþ

íîâûõ êëîíîâ íåïîñðåäñòâåííî. À ìîæåò âëèÿòü íà ÷èñëåííîñòü êëîíîâ áëà-

ãîïðèÿòíî îïîñðåäîâàíî, ïîñêîëüêó ïîðàæàþùåå äåéñòâèå òåðàïèè íà êëîíû

íå ðàññ÷èòàíî, è îíè ïîëó÷àþò ïðåèìóùåñòâî â áîðüáå çà íîâûå êëåòêè è

ðåñóðñû îðãàíèçìà. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

ïîïóëÿöèÿ âèðóñà â öåëîì ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ðåçèñòåíòíîñòè ê òåðàïèè.

AZT WT T215Y M41L/T215Y

0, 000 1, 000 0, 524 0, 300

0, 200 0, 630 0, 432 0, 250

2, 000 0, 197 0, 265 0, 160

10, 00 0, 060 0, 142 0, 160

Ïðåäñòàâëåííàÿ òàáëèöà ïîêàçûâàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëÿå-

ìîñòè ïðè âîçäåéñòâèè íà îñíîâíîé âèðóñ ÑÏÈÄà (WT) è åãî ìóòàíòîâ

(M41L/T215Y, T215Y) ëåêàðñòâåííûì ïðåïàðàòîì AZT [28, 29]. Â ïåðâîé

êîëîíêå óêàçàíû äîçû ëåêàðñòâà AZT âî âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâ¼ðòîé � çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëÿåìîñòè. Ñ óâåëè÷åíèåì äîçû ïðåïàðàòà AZT ïðè-

ñïîñîáëÿåìîñòü îñíîâíîãî âèðóñà WT óìåíüøàåòñÿ áîëåå, ÷åì â 16 ðàç, ïðè

ýòîì ïðèñïîñîáëÿåìîñòü ìóòàíòîâ óìåíüøàåòñÿ ëèøü â 3.6 è 1.8 ðàçà. Âèä-

íî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ äîëÿ ìóòàíòíûõ âèðóñîâ óâåëè÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ óâå-
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ëè÷åíèåì äîçû ëåêàðñòâà AZT. Â èòîãå, ëåêàðñòâåííîå ñðåäñòâî óíè÷òîæàåò

îñíîâíîé âèðóñ, íî ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ ðåçèñòåíòíûõ ê ýòîìó ñðåäñòâó

ìóòàíòíûõ êëîíîâ. Îòñóòñòâèå ëå÷åíèÿ ïðèâîäèò ê èíòåíñèâíîìó óâåëè÷å-

íèþ äîëè îñíîâíîãî âèðóñà.

Âîçíèêàåò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòî-

ðîé êîëè÷åñòâî êëåòîê, çàðàæåííûõ îñíîâíûì âèðóñîì â ñóììå ñ êîëè÷å-

ñòâîì êëåòîê, çàðàæåííûõ ìóòàíòíûìè âèðóñàìè, íàõîäèòñÿ íà äîïóñòèìîì

óðîâíå.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü u1(t) � êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ âèðóñîâ â îðãàíèçìå, u2(t) � êîëè-

÷åñòâî ìóòàíòíûõ âèðóñîâ, h(t) � êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà. (Çäåñü è äàëåå t � âðåìÿ.)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
u̇1 = λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h), u1(0) = u01;

u̇2 = λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h), u2(0) = u02;

ḣ = −γ3h+W, h(0) = h0.

(3.1)

Çäåñü λ1, λ2 � ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îñíîâíîãî è ìóòàíòíîãî âèðóñîâ,

γ1, γ2 � êîýôôèöèåíòû ñìåðòíîñòè âèðóñîâ, γ3 � êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè

òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà, f1(h) è f2(h) ôóíêöèè òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùèå

èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà êëåòêè, çàðàæåííûå

îñíîâíûì è ìóòàíòíûì âèðóñîì, f3(h) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ óâåëè÷åíèå

ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà ïîä äåéñòâèåì ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà,W (t)�ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çàäàþùàÿ êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî

ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ââåäåíî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðåìåíè, 0 6
W (t) 6 R, R > 0, αi, i = 1, 2, 3 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèå, ìîíîòîííî-
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âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè: fi(h) > 0, h > 0; fi(0) = 0; f ′i(h) > 0, h > 0, i =

1, 2, 3.

Åñëè ëå÷åíèå íå ïðîâîäèòñÿ (h = 0), òî îñíîâíîé âèðóñ ÿâëÿåòñÿ äîìèíè-

ðóþùèì, ò.å. λ1
γ1
> λ2

γ2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè h > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü

âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí íà÷èíàåò äîìèíè-

ðîâàòü.

Ôóíêöèÿ f3(h), îïèñûâàþùàÿ óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìó-

òàíòíîãî âèðóñà, èìååò âèä

f3(h) =
h2

A+ h2
, A �äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî.

Âèä ôóíêöèè f3(h) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèç-

âîäñòâà ìóòàíòà ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà h(t).

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f1(h) = f2(h) =

h
B+h , B > 0. Âèä ôóíêöèè òåðàïèè îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëåêàðñòâî àêòèâíåå âîçäåéñòâóåò íà îñíîâíîé âèðóñ,

÷åì íà ìóòàíò, ïîýòîìó α1f1(h) > α2f2(h).

Ìîäåëü îïèñûâàåò äèíàìèêó âèðóñîâ, íî ðåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áî-

ëåå ñëîæíîé è âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè èíôèöèðîâàííûõ êëå-

òîê [20]. Ó÷åò ýòîé äèíàìèêè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå, êà÷å-

ñòâåííàÿ ñóòü ïðîáëåìû ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-

íîé ñâÿçüþ. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ îñíî-

âûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ äàííûõ î ñîñòîÿíèè ïàöèåíòà íà îñíîâå

àíàëèçîâ áåç çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ ëþáîãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïèñû-

âàåìîãî ðàâåíñòâàìè t = t, u1 = u1, u2 = u2, h = h, íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå
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W ∗(t, u1, u2, h), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

0 6 W ∗(t) 6 R,

ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë

Φ(t) = u21 + ϵu22 (3.2)

äîñòèãàë áû ñâîåé íèæíåé ãðàíè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = T.

×èñëîâîé ïàðàìåòð ϵ õàðàêòåðèçóåò ïðèîðèòåòû öåëåé òåðàïèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü S(τ, u1, u2, h) � ôóíêöèÿ Áåëëìàíà (τ = T − t), çà-

äàþùàÿ íèæíþþ ãðàíü ôóíêöèîíàëà (3.2) â ìîìåíò âðåìåíè T ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ñèñòåìà (3.1) íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì êîîðäèíàòà-

ìè (τ, u1, u2, h). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà (ÃßÁ):

∂S

∂τ
=
∂S

∂u1
(λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h)) +

∂S

∂u2
(λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h))−

−∂S
∂h
γ3h+ inf

W∈[0, R]

(
∂S

∂h
W

)
, (3.3)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ïëîñêîñòè τ = 0 (t = T ):

S(u1, u2, h, τ = 0) = (u1)
2 + ϵ(u2)

2. (3.4)

Âû÷èñëÿÿ íèæíþþ ãðàíü â óðàâíåíèè (3.3), ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíîå

óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:
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W =


R, åñëè ∂S

∂h (u1, u2, h, τ) < 0;

0, åñëè ∂S
∂h (u1, u2, h, τ) > 0;

ëþáîå èç [0, R], åñëè ∂S
∂h (u1, u2, h, τ) = 0.

(3.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ ÃßÁ (3.3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.4), ÷òî ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó

ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [1].

Ñèñòåìà (3.1) ñîäåðæèò âîñåìü ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ è òðè ôóíêöèîíàëü-

íûõ çàâèñèìîñòè. Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ áóäóò ïðîâîäèòñÿ â îáùåì âèäå.

Îäíàêî äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èëëþñòðàöèé âûáè-

ðàþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ:

λ1 = 105, γ1 = 10−3, α1 = 10−2, B = 1,

λ2 = 105, γ2 = 10−2, α2 = 10−3, α3 = 1.7·106, A = 7.5·104,

γ3 = 0.01, R = 1.

Âûáîð óêàçàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðà-

áîò [30, 31]

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè âèðóñîâ áûëà ðàçðàáîòàíà íà áàçå ðà-

áîòû [22] àâòîðîì è íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Àëåêñàíäðîì Ñåðãååâè÷åì Áðà-

òóñåì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò èäåÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-

öèè Ãàìèëüòîíà èñïîëüçîâàòü ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-

Áåëëìàíà (òåðìèíîëîãèÿ áûëà âûðàáîòàíà òàêæå èì), èäåÿ áûëà ðåàëèçîâàíà

àâòîðîì. Áûëî íàéäåíî ñèíãóëÿðíîå óïðàâëåíèå è äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü

ïîñòðîåííîé ôóíêöèè, ïîñëå ÷åãî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îêàçàëàñü ðåøåíà. Íà

îñíîâå äàííîé ðàáîòû áûëà ñäåëàíà ïóáëèêàöèÿ [55].
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3.2 Ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÃßÁ.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïñåâäîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÃßÁ, ñîîòâåòñòâóþùåìó

óïðàâëåíèþ W = R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ SR(u1, u2, h, τ), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.3), (3.4) ñ W (t) = R â îáëàñòè DR = {u1, u2, h, τ :

∂SR

∂h (u1, u2, h, τ) < 0}.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïñåâäîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÃßÁ, ñîîòâåòñòâóþùåìó

óïðàâëåíèþ W = 0, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ S0(u1, u2, h, τ), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.3), (3.4) ñ W (t) = 0 â îáëàñòè DR = {u1, u2, h, τ :

∂S0

∂h (u1, u2, h, τ) > 0}.

Ãðàíèöû îáëàñòåé DR è D0 îáîçíà÷èì ÷åðåç γR è γ0 ñîîòâåòñòâåííî.

γR = {u1, u2, h, τ :
∂SR

∂h
= 0}

γ0 = {u1, u2, h, τ :
∂S0

∂h
= 0}

Äàëåå îáëàñòè DR è D0 òàêæå áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè àêòèâíîãî è ïàññèâ-

íîãî óïðàâëåíèÿ, ïîðîæäàåìûõ ïñåâäîðåøåíèÿìè SR, S0. Èñïîëüçóÿ ìåòîä

õàðàêòåðèñòèê, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïñåâäîðåøåíèé â ÿâíîì

àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

hR(s) =
R

γ3
+ eγ3(s−τ)

(
h− R

γ3

)
, åñëè (h, τ) ∈ DR,

hR(s) = eγ3(s−τ)h, åñëè (h, τ) ∈ D0.

Ïñåâäîðåøåíèÿ SR,0 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

SR,0(u1, u2, h, τ) =
(
SR,01

)2
+ ϵ
(
SR,02

)2
.
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Ãäå SR,01 = u1A+B, SR,02 = u2C +D,

A = FR,0
1 (τ); B = λ1

τ∫
0

FR,0
1 (ξ)dξ; FR,0

1 (ξ) = e
−

ξ∫
0
(γ1+α1f1(h

R,0(ξ1))) dξ1
.

C = FR,0
2 (τ); D =

τ∫
0

(γ2 + α2f2(h(ξ)))F
R,0
2 (ξ)dξ; FR,0

2 (ξ) = e
−

ξ∫
0
(γ2+α2f2(h

R,0(ξ1))) dξ1
.

Òàêèì îáðàçîì,

SR,01 = u1e
−

τ∫
0
(γ1+α1f1(h

R,0(s))) ds
+ λ1

τ∫
0

e
−

ξ∫
0
(γ1+α1f1(h

R,0(ξ1))) dξ1
dξ,

SR,02 = u2e
−

τ∫
0
(γ2+α2f2(h

R,0(s))) ds
+

τ∫
0

(
λ2 + α3f(h

R,0(ξ))
)
e
−

ξ∫
0
(γ2+α2f2(h

R,0(ξ1))) dξ1
dξ,

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå SR è S0 ñòðîèòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ õà-

ðàêòåðèñòèê, âûõîäÿùèõ ñ òåðìèíàëüíîé ïëîñêîñòè τ = 0 (t = T ), êîòîðûå,

â îáùåì ñëó÷àå, ìîãóò íå çàïîëíÿòü âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Xàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿþò òð¼õìåðíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå ïåðåìåííûõ (τ, h, u1, u2), êîòîðûå ñîñòîÿò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) ñ

óïðàâëåíèåì W = R èëè W = 0.

Åñëè ãðàíèöû γ0, γR ñîâïàäàþò, ò.å. γ = γ0 = γR, è, êðîìå òîãî, íà îá-

ùåé ãðàíèöå γ ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé SR è S0 è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå



97

ïðîèçâîäíûå, òî ôóíêöèÿ

S(τ, u1, u2, h) =

S
R, ãäå (u1, u2, h, τ) ∈ DR;

S0, ãäå (u1, u2, h, τ) ∈ D0;

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÃßÁ è ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

W ∗(τ, u1, u2, h) =


R, ãäå (u1, u2, h, τ) ∈ DR;

0, ãäå (u1, u2, h, τ) ∈ D0;

ëþáîå çíà÷åíèå èç [0, R], ãäå (u1, u2, h, τ) ∈ γR = γ0;

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèö γR è γ0 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ∂SR

∂h ,
∂S0

∂h . Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∂SR,0

∂h
= 2SR,01

∂SR,01

∂h
+ 2SR,02

∂SR,02

∂h
,

ãäå

∂SR,01

∂h
= u1K + L,

∂SR,02

∂h
= u2M +N.

K = −α1F
R,0
1 (τ)

τ∫
0

∂f1
∂h

(hR,0(s))eγ3(s−τ) ds,

L = −α1λ1

τ∫
0

FR,0
1 (ξ)

ξ∫
0

∂f1
∂h

(hR,0(ξ1))e
γ3(ξ1−τ) dξ1

 dξ;

M = −α2F
R,0
2 (τ)

τ∫
0

∂f2
∂h

(hR,0(s))eγ3(s−τ) ds,
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N =

τ∫
0

FR,0
2 (ξ)N1(ξ)dξ, ãäå

N1(ξ) = −(λ2+α3f
R,0
3 (h(ξ)))

ξ∫
0

∂f2
∂h

(hR,0(ξ1))e
γ3(ξ1−τ) dξ1+α3

∂f3
∂h

(hR,0(ξ))eγ3(ξ−τ).

Òî åñòü,

∂S1

∂h
= −α1u1e

−
τ∫
0

(γ1+α1f1(h(s))) ds
τ∫

0

∂f1
∂h

(h(s))eγ3(s−τ) ds−

−α1λ1

τ∫
0

e− ξ∫
0

(γ1+α1f1(h(ξ1))) dξ1

ξ∫
0

∂f1
∂h

(h(ξ1))e
γ3(ξ1−τ) dξ1

 dξ,

∂S2

∂h
= −α2u2e

−
τ∫
0

(γ2+α2f2(h(s))) ds
τ∫

0

∂f2
∂h

(h(s))eγ3(s−τ) ds+

+

τ∫
0

e− ξ∫
0

(γ2+α2f2(h(ξ1))) dξ1
F (ξ)

 dξ, ãäå

F (ξ) = −(λ2 + α3f3(h(ξ)))

ξ∫
0

∂f2
∂h

(h(ξ1))e
γ3(ξ1−τ) dξ1 + α3

∂f3
∂h

(h(ξ))eγ3(ξ−τ).

Àíàëèç ýòèõ âûðàæåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàíèöû γR è γ0 ñîâïàäàþò òîëü-

êî ïðè τ = 0. Íà ðèñ. 3.1 èçîáðàæåíà äèíàìèêà äâèæåíèÿ ãðàíèö γR è γ0 äëÿ

òð¼õ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè h â îñÿõ u1, u2. Ãðàíèöû

γR è γ0 ïðåäñòàâëÿþò ýëëèïñû â îáëàñòè u1 > 0, u2 > 0:

γR,0 :
∂S
∂h = (u1A+B)(u1K + L) + ϵ(u2C +D)(u2M +N) = 0.(

u1 +
BK+LA
2AK

)2
+ ϵ

(
u2

√
CM
AK +

√
AK
CM

DM+CN
2AK

)2
=

(
BK+LA
2AK

)2 − BL
AK +
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ϵ
(
DM+CN

2

)2 1
CMAK − ϵDNAK .

Çäåñü âåëè÷èíà ϵ îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (3.4). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

τ → 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå ãðàíèöó γR, êîòîðàÿ ñîâïàä¼ò ñ

γ0 :

α1

α2
u21 + ϵ

(
u2 −

1

2

α3

α2

(f3)
′
h

(f2)′h

)2

= ϵ

(
1

2

α3

α2

(f3)
′
h

(f2)′h

)2

. (3.6)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
8

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

9

u2

u1

t=T

γ
R

γ
0

Ðèñ. 3.1. Äèíàìèêà ãðàíèö γR è γ0.

Îáëàñòè DR è D0 íå çàíèìàþò âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóåò îáëàñòü D∗ è îáúåäèíåíèå îáëàñòåé DR, D0 è D∗ ïðåäñòàâëÿåò âñ¼

ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåò ïîñòðîåí â

ñëó÷àå, êîãäà áóäåò íàéäåíî ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå S∗(τ, u1, u2, h) îäíîãî èç

ïñåâäîðåøåíèé SR, S0 â îáëàñòü D∗, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (3.3) â îá-

ëàñòè D∗. Òî åñòü S∗(τ, u1, u2, h) äîëæíî áûòü íåïðåðûâíî âìåñòå ñ ïðîèç-

âîäíîé ïî ïåðåìåííîé h ñêëåèâàòüñÿ ñ ïîñòðîåííûìè ïñåâäîðåøåíèÿìè íà

ãðàíèöàõ γR è γ0 [12]. Òàê êàê ôóíêöèÿ S∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(3.3), òî èç ãëàäêîé ñêëåéêè ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé h, áóäåò ñëåäîâàòü ãëàä-
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êîñòü ïî âñåì îñòàëüíûì ôàçîâûì ïåðåìåííûì çàäà÷è.

3.3 Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Ñèíãóëÿðíûå õàðàê-

òåðèñòèêè. Îñîáîå óïðàâëåíèå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü íàïðàâëåíèå òðàåêòîðèé ñè-

ñòåìû (3.1) ïðèW = 0 èW = R ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöàì γ0 è γR. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1) ïðè W = 0 è ïðè W = R. Â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñ êî-

îðäèíàòàìè:

AR :

(
h∗ =

R

γ3
; u∗1 =

λ1
γ1 + α1f1(h∗)

; u∗2 =
λ2 + α3f(h

∗)

γ2 + α2f2(h∗)

)
.

A0 :

(
h∗ = 0; u∗1 =

λ1
γ1

; u∗2 =
λ2
γ2

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö ßêîáè â òî÷êàõ AR è A0 ïîêàçûâàþò, ÷òî

òî÷êè AR è A0 � óñòîé÷èâûå óçëû. Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè

äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â íàïðàâëåíèè òî÷åê AR ïðè W = R è A0 ïðè

W = 0. Ñ óâåëè÷åíèåì τ (τ = T − t) òðàåêòîðèè ñèñòåìû áóäóò íàïðîòèâ

îòäàëÿòüñÿ îò òî÷åê AR è A0.

Åñëè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà AR ∈ DR, òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.1) â îáëàñòè

DR áóäóò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó γR èçíóòðè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò

äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â îáëàñòè D0 ïðè W = 0 ïî îòíîøåíèþ ê

ãðàíèöå γ0, åñëè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà A0 ∈ D0. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå ýòè âîçìîæíîñòè íå ðåàëèçóþòñÿ. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî îáå íåïîäâèæíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ â ¾÷óæûõ¿ îáëàñòÿõ: AR ∈

D0, A
0 ∈ DR. (ñì. ðèñ. 3.3) Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ìîæåì äîñòðîèòü ðåøåíèå

â îáëàñòè D∗, âîñïîëüçîâàâøèñü çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè Áåëëìàíà íà îäíîé

èç ãðàíèö γ0 èëè γR òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðèìåðå, ïîñêîëüêó íè

îäíà èç ãðàíèö íå çàïîëíÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû, ñòàðòóþùèìè ñ



101

0 5 10 15

x 10
5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

7

u1

u2

D0
DRγ0

γR

A0

AR

Ðèñ. 3.2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãðàíèö γR, γ0 è íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà, êàê ïðè W = R, òàê è ïðè W = 0.

Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàíî ðàñïîëîæåíèå îáëàñòåé D0, DR, ãðàíèö γ0, γR è

îáëàñòè D∗ â îñÿõ h, τ ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ u1, u2.

×åðåç G∗ îáîçíà÷èì îáëàñòü ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ íå çàïîëíÿåò-

ñÿ íè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ïðè W = R (àêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè), íè

òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ïðè W = 0 (ïàññèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè), âûõîäÿ-

ùèìè ñ òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà τ = 0. Íà ðèñ. 3.3 îáëàñòü G∗ âêëþ÷àåò

â ñåáÿ íå òîëüêî îáëàñòü D∗, íî è òî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ìåæ-

äó àêòèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ΓR âûõîäÿùåé èç òî÷êè M âëåâî è ïàññèâíîé

õàðàêòåðèñòèêîé Γ0, âûõîäÿùåé èç ýòîé æå òî÷êè âïðàâî, ñ òåðìèíàëüíîãî

ìíîæåñòâà τ = 0.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàííåå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÃßÁ

íåîáõîäèìî çàïîëíèòü îáëàñòü G∗ òðàåêòîðèÿìè (õàðàêòåðèñòèêàìè) ñèñòå-

ìû (3.1).

Â ñëó÷àå ñèñòåìû (3.1) ýòà çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ òîëü-
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Ðèñ. 3.3. Õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèé SR,S0 è ãðàíèöû γR,γ0.

êî àêòèâíûõ è ïàññèâíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñòàðòóþùèõ ñ òåðìèíàëüíîãî ìíî-

æåñòâà τ = 0, ïîñêîëüêó ýòè õàðàêòåðèñòèêè íè ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íå ìîãóò

çàïîëíèòü îáëàñòü G∗. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ áûëà èçó÷åíà À.À.Ìåëèêÿíîì â

ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ ÃßÁ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð

[16, 17, 18, 19], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò, òàê íà-

çûâàåìàÿ, ñèíãóëÿðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ïîâåðõíîñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå), íà êîòîðîé ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè öåíû è

óïðàâëåíèÿ W. Ïîÿâëåíèå ñèíãóëÿðíîé õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò îñîáîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå [2]. Îñîáûì óïðàâ-

ëåíèåì áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ïðè îòûñêàíèè êîòîðîãî ñ

ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà (â òîì ÷èñëå è ïðèíöèïà ìàêñèìó-

ìà Ïîíòðÿãèíà) âèä óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ îòûñêàíèÿ

îñîáîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ ñîñòàâèì Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû:

H(ψ1, ψ2, ψ3, u1, u2, h,W ) = ψ1 (λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h))+

+ψ2 (λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h)) + ψ3 (−γ3h+W ) .
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Çäåñü ψ1, ψ2, ψ3 � ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:


ψ̇1 = − ∂H

∂u1
= ψ1(λ1 + α1f1(h))

ψ̇2 = − ∂H
∂u2

= ψ2(λ2 + α2f2(h))

ψ̇3 = −∂H
∂h = ψ1α1u1f

′
1(h) + ψ2 (α2u2f

′
2(h)− α3f

′
3(h)) + ψ3γ3,

(3.7)


ψT1 = −2u1

ψT2 = −2u2

ψT3 = 0.

Åñëè W ∗ � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî

inf
W∈[0, R]

(H(ψ1, ψ2, ψ3, u1, u2, h,W )) = H(ψ1, ψ2, ψ3, u1, u2, h,W
∗).

Îòêóäà

W ∗ =

R, ãäå ψ3 > 0;

0, ãäå ψ3 < 0;

Åñëè W ∗∗ � îñîáîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, òî [2]

ψ3 = 0,

dψ3

dt = 0,

dψ2
3

dt2 = 0,

. . .
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Ïîëíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3.1).

ψ3 = 0,

ψ1α1u1f
′
1(h) + ψ2 (α2u2f

′
2(h)− α3f

′
3(h)) + ψ3γ3 = 0,

ψ1α1u1f
′
1(h)(γ1 + α1f1(h)) + (α2u2f

′
2 − α3f

′
3)ψ2(γ2 + α2f2(h))+

+ α1f
′
1(h)ψ1(λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h))+

+ α2f
′
2(h)ψ2(λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h))+

+ (ψ1α1u1f
′′
1 (h) + ψ2α2u2f

′′
2 (h)− ψ2α3f

′′
3 (h))(−γ3h+W ∗∗) = 0.

Îñòàíîâèìñÿ íà âûðàæåíèè äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Èç ñèñòåìû (3.7)

ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû ψ1 è ψ2 îòðèöàòåëüíû è ψ1 ̸= 0, ψ2 ̸= 0.

ψ1 = ψ2
α3f

′
3(h)− α2u2f

′
2(h)

α1u1f ′1(h)
.

W ∗∗ = γ3h−
(α3f

′
3(h)−α2f

′(h)u2
u1

)λ1 + α2f
′(h)(α3f3(h) + λ2)− α3f

′
3(h)(γ2 + f(h)α2)

α3(
f ′′(h)f ′3(h)
f ′(h) − f ′′3 (h))

.

(3.8)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.8) ÷åðåç P (u1, u2, h, τ).

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî f1(h) = f2(h) = f(h). Òàê êàê êîýôôèöèåíò A â îïðå-

äåëåíèè ôóíêöèè f3(h) ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âåëè÷èíó, òî çíà-

ìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (3.8) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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3.4 Ïðîâåðêà ãëàäêîé ñêëåéêè ôóíêöèè öåíû.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ôîðìóëå (3.6), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ãðàíèöó ïåðåêëþ-

÷åíèÿ ïðè τ = 0. Îáîçíà÷èì å¼ êàê G0:

G0 : G(u1, u2, h, τ = 0) =
α1

α2
u21 + ϵ

(
u2 −

1

2

α3

α2

(f)′h
(f2)′h

)2

− ϵ

(
1

2

α3

α2

(f)′h
(f2)′h

)2

= 0.

(3.9)

Åñëè ýòó ãðàíèöó ïåðåìåùàòü â îáðàòíîì âðåìåíè â íàïðàâëåíèè

du1
dτ = −λ1 + γ1u1 + α1u1f1(h)

du2
dτ = −λ2 − α3f3(h) + γ2u2 + α2u2f2(h)

dh
dτ = γ3h−W ∗∗ = γ3h− P (u1, u2, h, τ)

dt
dτ = −1,

(3.10)

ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ â ðàñøèðåííîì ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå (u1, u2, h, t), å¼ îáîçíà÷èì êàê Gτ :

Gτ = {u1, u2, h, τ : G(u1, u2, h, τ) = 0}.

Òî åñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Gτ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (3.10) è íà÷àëüíûì

óñëîâèåì (3.9).

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D0 ñîäåðæèò-

ñÿ â ìíîæåñòâå G(u1, u2, h, τ) > 0. ×àñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

u1, u2, h, τ : G(u1, u2, h, τ) > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç D∗
0, à ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà

u1, u2, h, τ : G(u1, u2, h, τ) < 0 � ÷åðåç D∗
R. Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå D∗

0,

D∗
R è ãðàíèöû ïåðåêëþ÷åíè Gτ äà¼ò âñå çàäà¼ò âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàícòâî

(ñì. ðèñ. 3.4).
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Îïðåäåëèì ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàâåíñòâîì:

W ∗ =


R, â ïîäïðîñòðàíñòâå D∗

R;

0, â ïîäïðîñòðàíñòâå D∗
0;

W ∗∗, íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Gτ .

(3.11)
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Ðèñ. 3.4. Ãðàíèöà ïåðåêëþ÷åíèÿ Gτ .

Ïðîâåðèì ãëàäêîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÃßÁ.
Èìååì òðè ôóíêöèè - SR, S0 è S∗, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî â D∗

R,
â D∗

0, íà Gτ óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà:

∂SR

∂t
+
∂SR

∂u1
(λ1 − γ1u1 − α1u1f1) +

∂SR

∂u2
(λ2 + α3f3 − γ2u2 − α2u2f2) +

∂SR

∂h
(R− γ3h) = 0;

∂S0

∂t
+
∂S0

∂u1
(λ1 − γ1u1 − α1u1f1) +

∂S0

∂u2
(λ2 + α3f3 − γ2u2 − α2u2f2) +

∂S0

∂h
(−γ3h) = 0;

∂S∗

∂t
+
∂S∗

∂u1
(λ1 − γ1u1 − α1u1f1) +

∂S∗

∂u2
(λ2 + α3f3 − γ2u2 − α2u2f2) +

∂S∗

∂h
(R∗ − γ3h) = 0.

(3.12)

Äîêàæåì, ÷òî SR â îáëàñòè àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ è S0 â îáëàñòè ïàññèâ-

íîãî óïðàâëåíèÿ ãëàäêî ñêëåèâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ Gτ , íà
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Ðèñ. 3.5. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåâà: u01 = 108; u02 = 106; h0 = 0;
Êîýôôèöèåíò ïðèîðèòåòà ñëåâà: ϵ = 1

5
. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñïðàâà:

u01 = 106; u02 = 108; h0 = 0; Êîýôôèöèåíò ïðèîðèòåòà ñïðàâà: ϵ = 1.

êîòîðîé ôóíêöèÿ öåíû çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì S = S∗.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ:

îáîçíà÷èì íàïðàâëþùèå âåêòîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (ñêî-

ðîñòè ôàçîâîé òî÷êè) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→
FR = (1, F1, F2, R− γ3h),

−→
F 0 = (1, F1, F2,−γ3h),

−→
F ∗ = (1, F1, F2,W

∗∗ − γ3h).

Ââåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂Si

∂h
= pih,

∂Si

∂u1
= piu1,

∂Si

∂u2
= piu2,

∂Si

∂t
= pit,

çäåñü çíà÷åíèþ èíäåêñà i = 1 ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ SR, çíà÷åíèþ èíäåêñà

i = 2 � ôóíêöèÿ S0, à çíà÷åíèþ èíäåêñà i = 3 � ôóíêöèÿ S∗. Òîãäà

∇Si =
−→
pi = (pit, p

i
u1
, piu2, p

i
h).

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
−→
pR =

−→
p0 íà ïîâåðõíîñòè Gτ .



108

Îáîçíà÷èì íîðìàëü ê òðåõìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Gτ :
−→n =

(nt, nu1, nu2, nh). Ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

ôóíêöèè S∗. Âåêòîð ãðàäèåíòà ôóíêöèè S∗ îðòîãîíàëåí íîðìàëè −→n ê Gτ .

Îáîçíà÷èì âåêòîð ãðàäèåíòà ÷åðåç ∇S∗ =
−→
p∗ = (p∗ξ1, p

∗
ξ2
, p∗ξ3, ãäå (ξ1, ξ2, ξ3)

� áàçèñ ïîâåðõíîñòè Gτ . Äîáàâèì ê ýòîìó áàçèñó åù¼ îäèí íåêîëëèíåàðíûé

âåêòîð è ïîëó÷èì áàçèñ (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) íàøåãî ÷åòûð¼õìåðíîãî ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.

Òð¼õìåðíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé SR,0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïî-

ñòðîåíèþ ñ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Gτ ïî äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì, ÿâëÿþùèõñÿ

ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè S∗. Ãðàäèåíòû ôóíêöèé SR,0 â ïðîåêöèè íà

Gτ çàäàäóò ãðàäèåíò S∗ : ∇S∗ =
−→
p∗ . Âåêòîð ãðàäèåíòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåí êàê
−−→
pR,0 =

−→
p∗ + kR,0−→n , ãäå kR,0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîîêîðäèíàòíàÿ

çàïèñü ãðàäèåíòà ïðèìåò âèä:

pR,0 =
(
p∗t + kR,0n1, p

∗
u1
+ kR,0n2, p

∗
u2
+ kR,0n3, p

∗
h + kR,0n4

)
. (3.13)

Äîêàæåì, ÷òî êîíñòàíòû k0 è kR ðàâíû.

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (3.13) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (3.12) è âûðàçèì

èñêîìûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ kR,0:

k0 =
p∗t + p∗u1F1 + p∗u2F2 + p∗h(−γ3h)

−(n1 + n2F1 + n3F2 + n4(−γ3h))
=
A

B
(3.14)

kR =
p∗t + p∗u1F1 + p∗u2F2 + p∗h(−γ3h+R)

−(n1 + n2F1 + n3F2 + n4(−γ3h+R))
=
A+Rp∗h
B −Rn4

Çäåñü A è B îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ

äëÿ k0 (3.14).

Ðàâåíñòâî k0 = kR áóäåò ñëåäîâàòü èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Bp∗h+An4 = 0.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî Bp∗h + An4 = 0.

Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé âåëè÷èí A è B, çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâîì (3.14) è òðå-
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òüåãî óðàâíåíèÿ (3.12) ïîëó÷èì:

[
p∗t + p∗u1F1 + p∗u2F2 + p∗h(−γ3h)

]
n4 + p∗h [−n1 − n2F1 − n3F2 − n4(−γ3h)] =

=
[
p∗t + p∗u1F1 + p∗u2F2 + p∗h(−γ3h)± p∗h(W

∗ − γ3h)
]
n4+

+p∗h [−n1 − n2F1 − n3F2 − n4(−γ3h)] =

= −W ∗n4p
∗
h + p∗h [−n1 − n2F1 − n3F2 − n4(−γ3h)] =

= p∗h [−W ∗n4 − n1 − n2F1 − n3F2 − n4(−γ3h)] =

= p∗h

(−→n ,−→F ∗
)
= 0.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.11). Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî óïðàâ-

ëåíèÿ íåîáõîäèìî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = T − τ çíàòü ïîëîæåíèå

ïîâåðõíîñòè Gτ , îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé (3.10) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.9) â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (u1, u2, h). Åñëè ôàçîâàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãèïåðïî-

âåðõíîñòè Gτ , òî âåëè÷èíà îñîáîãî óïðàâëåíèÿ W ∗∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(3.8).

Ïðè óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèÿõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ è âèäà ôóíêöèé

fi(h), i = 1, 2, 3 çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî.

Íà ðèñ. 3.5 ñëåâà ïðèâåäåí ãðàôèê óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè (êîëè÷åñòâà

òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà, ââîäèìîãî âî âðåìÿ ëå÷åíèÿ) â çàâèñèìîñòè îò

âðåìåíè äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ u1(0) = 108, u2(0) = 106, h(0) = 0.

Íà ïåðâîì ýòàïå, ýòàïå èíòåíñèâíîé òåðàïèè, 0 6 t 6 t∗ îïòèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà, ââîäèìîãî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðå-

ìåíè, äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé âåëè÷èíû (W = R). Â ýòîì ñëó÷àå

ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ â ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà D∗
R. Â ìîìåíò
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âðåìåíè t∗ ôàçîâàÿ òî÷êà ïîïàäàåò íà ãðàíèöó Gτ è ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷å-

íèå íà îñîáîå óïðàâëåíèå W ∗∗. Íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Gτ ðåàëèçóåòñÿ ñêîëü-

çÿùèé ðåæèì óïðàâëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé.

Íà ðèñ. 3.5 ñïðàâà ïðèâåäåí ãðàôèê óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè

îò âðåìåíè äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ u1(0) = 106, u2(0) = 108, h(0) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ óïðàâëåíèå W ∗ = 0, ýòàï ðåëàêñàöèè.

Ïîñëå ÷åãî ôàçîâàÿ òî÷êà ïîïàäàåò íà ãèïåðïîâåðõíîñòü Gτ è âîçíèêàåò ðå-

æèì ñêîëüçÿùåãî óïðàâëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îïòèìàëüíàÿ òåðàïèÿ ðàçáèâà-

åòñÿ íà äâà ýòàïà: ýòàï èíòåíñèâíîé òåðàïèè èëè ðåëàêñàöèè (â çàâèñèìîñòè

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé) è ýòàï ââåäåíèÿ äîçû ëåêàðñòâà, îïðåäåëÿåìîé îñî-

áûì óïðàâëåíèåì W ∗∗.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [55].

3.5 Ïàêåò ïðîãðàìì

Ïàêåò ïðîãðàìì âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàáîð ôóíêöèé, íàïèñàííûõ è ðåàëè-

çîâàííûõ â ñðåäå MatLab, ðåøàþùèõ íà îñíîâå çàäàííûõ ÷åðåç èíòåðôåéñ

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Âèçóàëèçàöèÿ ãðàíèöû ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

2. Âèçóàëèçàöèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû è ãðàôèêà îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ.

3. Âèçóàëèçàöèÿ ãðàíèö ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà è èõ õàðàêòåðèñòèê.

4. Íàõîæäåíèå è âèçóàëèçàöèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû è ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë ïðè ìàêñèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì óïðàâëåíèè.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ïåðâîé ÷àñòè ïðåäëîæåíà ðàñïðåäåëåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òå-

ðàïèè ãëèîìû è íàéäåíà îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû äëÿ ìîäåëè ãëèîìû ïîñòàâëåíà çàäà÷à âûæè-

âàåìîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàéäåíû öèêëè÷åñêèå ðåæèìû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ñîñðåäîòî÷åííîé çàäà÷è, ñäåëàíà ïîïûòêà ðàñøèðèòü ðåçóëüòàò íà èçíà÷àëü-

íóþ çàäà÷ó. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà öèêëè÷åñêèõ ðåæèìîâ, ïðèâåäåíû

ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâà-

íèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå âðåìåíè

ðåëàêñàöèè êî âðåìåíè àêòèâíîé òåðàïèè τ2
τ1
, à òàêæå ñàìî âðåìÿ àê-

òèâíîé òåðàïèè. Óìåíüøåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ

îãðàíè÷åíèÿ íà çäîðîâûå êëåòêè, óâåëè÷åíèå � îãðàíè÷åíèÿ íà áîëü-

íûå êëåòêè. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ïîèñêà áûëî íàéäåíî îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå τ2
τ1

= 2.6 (ïðè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ðàçîâîé äî-

çû q), ïîçâîëÿþùåå ôàçîâîé òî÷êå íàõîäèòüñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå

âðåìÿ âíóòðè îáëàñòè âûæèâàåìîñòè. Áûë ïðîâåä¼í ïîèñê îïòèìàëü-

íûõ ñîîòíîøåíèé τ2
τ1
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàçîâûé äîçû q. Òîãäà

êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ τ2
τ1
, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü ìàê-

ñèìàëüíîå âðåìÿ âûæèâàíèÿ, íå çàâèñèò îò âûáîðà τ1 è τ2, âðåìÿ âû-

æèâàíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âðåìåíè àêòèâíîãî ëå÷åíèÿ τ1.

2. Ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû çàäàííîãî ðåñóðñà Q. Äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé Q ñóùåñòâóþò ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ñòà-

áèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò âíå ïðåäåëîâ îáëàñòè âûæèâàåìîñòè.

Â òðåòüåé ÷àñòè ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à îïòèìèàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ â ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèÿ òåðàïèè ÂÈ×. Çàäà÷à ðåøåíà ñ ïîìîùüþ
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ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, äëÿ ôóíêöèè

Ãàìèëüòîíà äîêàçàíà ãëàäêîñòü.
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