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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-

êè îáúåì âûáîðêè, äîñòóïíîé èññëåäîâàòåëþ, ñ÷èòàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì

è â àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ èãðàåò ðîëü (êàê ïðàâèëî, íåîãðàíè÷åííî

âîçðàñòàþùåãî) èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Â òî æå âðåìÿ íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîç-

íèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ðàçìåð âûáîðêè íå ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå îïðåäåëåííûì è

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûé. Ýòè ñèòóàöèè, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíû

ñ òåì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íàêàïëèâàþòñÿ â òå÷åíèå ôèêñèðîâàííî-

ãî âðåìåíè. Ýòî èìååò ìåñòî, â ÷àñòíîñòè, â ñòðàõîâàíèè, êîãäà â òå÷åíèå

ðàçíûõ îò÷åòíûõ ïåðèîäîâ îäèíàêîâîé äëèíû (ñêàæåì, ìåñÿöåâ) ïðîèñõî-

äèò ðàçíîå ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñîáûòèé (ñòðàõîâûõ âûïëàò è/èëè çàêëþ÷åíèé

ñòðàõîâûõ êîíòðàêòîâ), â ìåäèöèíå, êîãäà ÷èñëî ïàöèåíòîâ ñ òåì èëè èíûì

çàáîëåâàíèåì âàðüèðóåòñÿ îò ãîäà ê ãîäó, â òåõíèêå, êîãäà ïðè èñïûòàíèè

íà íàäåæíîñòü (ñêàæåì, ïðè îïðåäåëåíèè íàðàáîòêè íà îòêàç) ðàçíûõ ïàð-

òèé ïðèáîðîâ (èçäåëèé), ÷èñëî îòêàçàâøèõ ïðèáîðîâ â ðàçíûõ ïàðòèÿõ áóäåò

ðàçíûì. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ÷èñëî íàáëþäåíèé,çàðàíåå íå èçâåñòíîå,

èõ ðàçóìíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â òàêèõ ñèòó-

àöèÿõ îáúåì âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ íå èçâåñòíûì ïàðàìåòðîì, à ñàì ñòàíîâèòñÿ

íàáëþäåíèåì, òî åñòü ñòàòèñòèêîé. Â ñèëó óêàçàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ âïîëíå

åñòåñòâåííûì ñòàíîâèòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèé ñòàòèñòèê äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî

îáúåìà.

Íà åñòåñòâåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà, â ÷àñòíîñòè, îáðàòèë âíèìàíèå Ãíå-

äåíêî Á. Â. â ñâîåé ðàáîòå1, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå

ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé âûáîðî÷íûõ êâàíòèëåé, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì

ñëó÷àéíîãî îáúåìà, è áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè çàìåíå íåñëó÷àé-

íîãî îáúåìà âûáîðêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòàòè-

ñòèê ìîãóò ðàäèêàëüíî èçìåíèòüñÿ. Ê ïðèìåðó, åñëè îáúåì âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî âìåñòî îæèäàåìî-

ãî â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé íîðìàëüíîãî çàêîíà, â êà÷åñòâå

1Ãíåäåíêî Á.Â. Îá îöåíêå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ñëó÷àéíîì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ

íàáëþäåíèé // Òðóäû Òáèëèññêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà, 1989. Ò. 92. Ñ. 146 - 150.

1



àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîé ìåäèàíû âîçíèêàåò ðàñïðåäå-

ëåíèå Ñòüþäåíòà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, õâîñòû êîòîðîãî ñòîëü òÿæåëû,

÷òî ó íåãî îòñóòñòâóþò ìîìåíòû ïîðÿäêîâ, áîëüøèõ âòîðîãî. ¾Òÿæåñòü¿ æå

õâîñòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé èìååò êðèòè÷åñêè âàæíîå çíà÷åíèå,

â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ïðîâåðêè ãèïîòåç.

Ïðîñòåéøåé ñòàòèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ñóììà íàáëþäåíèé. Äëÿ âûáîðîê ñëó-

÷àéíîãî îáúåìà ÷èñëî ñëàãàåìûõ â òàêèõ ñóììàõ ñàìî ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àé-

íûì è òàêèå ñóììû íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâàì

ðàñïðåäåëåíèé ñóìì ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîñâÿùåíî ìíîãî

ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ãíåäåíêî Á.Â., Ôàõèì Õ.2). Òàêîãî ðîäà ñóì-

ìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñòðàõîâàíèè, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè è ò.ï.

(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû, Ãíåäåíêî Á.Â.3 è Áåíèíãà Â.Å., Êîðîëåâà Â.Þ.4).

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñóììèðîâàíèå íàáëþäåíèé êàê ïðàâèëî âîçíè-

êàåò ïðè îïðåäåëåíèè âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ. Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå,

îñíîâàííîì íà ìîäåëÿõ, â êîòîðûõ îáúåì âûáîðêè ñ÷èòàåòñÿ íåñëó÷àéíûì,

àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàòèñòèê òèïà ñóìì è ñòàòèñòèê òèïà ñðåäíèõ

àðèôìåòè÷åñêèõ îäèíàêîâî � ýòè ñòàòèñòèêè ïîñëå íîðìèðîâêè, îáÿçàòåëü-

íîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñòàíîâÿòñÿ

íåðàçëè÷èìûìè. Îäíàêî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, â ðåàëüíîé ïðàêòèêå î÷åíü

÷àñòî îáúåì âûáîðêè ñàì ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé, è, êàê íåäàâíî ïîêàçàíî,

íàïðèìåð, â ðàáîòå Êîðîëåâà Â.Þ.5, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàòèñòèê

òèïà ñóìì è ñòàòèñòèê òèïà ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðè èõ íåñëó÷àéíîé

íîðìèðîâêå îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íûì. Çàìåòèì, ÷òî, êîíå÷íî æå, ôîðìàëüíî

äîïóñòèìà è ñëó÷àéíàÿ íîðìèðîâêà, íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçóìíûõ àñèìïòîòè-

÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê (à èìåííî ýòî è ÿâëÿåòñÿ

öåëüþ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè), îíà íåïðèìåíèìà. Èìåííî èñïîëüçîâà-

íèåì íåñëó÷àéíîé íîðìèðîâêè è îáúÿñíÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå íå ¾÷èñòîãî¿

íîðìàëüíîãî çàêîíà, à ñìåøàííûõ íîðìàëüíûõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ó

ñòàòèñòèê òèïà ñóìì è òèïà ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èå

ýòèõ ïðåäåëüíûõ çàêîíîâ ìîæåò äàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóê-

2Ãíåäåíêî Á.Â., Ôàõèì Õ. Îá îäíîé òåîðåìå ïåðåíîñà // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1969. Ò. 187. Ñ. 15 - 17.
3Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. - Ì.: Íàóêà, 1988. 446 ñ.
4Bening V.E., Korolev V.Yu. Generalized Poisson models and their applications in insurance and �nance. -

VSP Press, 2002.
5Êîðîëåâ Â.Þ. Î âçàèìîñâÿçè îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è äèñïåðñèîííîãî ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå âûáîðîê ñëó÷àéíîãî îáúåìà // Äîêëàäû ÐÀÍ, 2012. Ò. 445.

Âûï.6.Ñ.622-627.
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òóðå èñõîäíûõ äàííûõ.

Áîëåå òîãî, â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå-

÷àþòñÿ ñòàòèñòèêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè íàáëþäåíèé. Ïðèìåðàìè

ÿâëÿþòñÿ ðàíãîâûå ñòàòèñòèêè, U -ñòàòèñòèêè, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïîðÿä-

êîâûõ ñòàòèñòèê (L-ñòàòèñòèêè) è ò.ï.

Öåëü ðàáîòû.

Äàííàÿ ðàáîòà ñòàâèò ñâîåé öåëüþ èññëåäîâàíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìî-

ñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ

íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-

äóþùåì:

1. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî

îáúåìà.

2. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

3. Ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ

ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

4. Ïðèâåäåíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè-

÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíå-

íèå â òåîðèè îöåíèâàíèÿ, à òàêæå â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ

ñ òåîðèåé ðèñêà, òåîðèåé íàäåæíîñòè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå è äðóãèõ ïðè-

êëàäíûõ îáëàñòÿõ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ¾Òåîðèÿ ðèñêà è ñìåæ-

íûå âîïðîñû¿, íà êîíôåðåíöèè Conference on Stochastic Models and their

Applications(22-24 àâãóñòà 2011 ã., Äåáðåöåí, Âåíãðèÿ), íà ÕÕÕ Ìåæäóíà-

ðîäíîì ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è VI

Ìåæäóíàðîäíîì ðàáî÷åì ñåìèíàðå ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ ìîäåëèðîâàíèåì èíôîðìà-

öèîííûõ ñèñòåì¿(24-30 ñåíòÿáðÿ 2012 ã., Ñâåòëîãîðñê, Ðîññèÿ), íà íàó÷íî -

ìåòîäè÷åñêîì ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè¿(16-17 ìàÿ 2013 ã., Äóáíà, Ðîññèÿ).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ([1 - 8]), èõ

íèõ 3 ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå, âêëþ÷åííîì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ([1], [6],

[7]).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 36 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 84

ñòðàíèöû.

Áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Áåíèíãó Âëàäèìèðó

Åâãåíüåâè÷ó, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî ïðîõîäèëà ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé,

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàáîòû, îïèñàíèå îáúåêòîâ

èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì

ñëó÷àéíîãî îáúåìà ê ïðåäåëüíîìó çàêîíó. Ýòè îöåíêè íåïîñðåäñòâåííî çà-

âèñÿò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî îáúåìà

âûáîðêè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè, îñíîâàííîé íà íåñëó÷àéíîé
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âûáîðêå. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè ïåðå-

íîñà. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ãëàâå äîêàçàíû òåîðåìû ïåðåíîñà, êàñàþùèåñÿ

îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû N1, N2, ... è X1, X2, ..., çàäàííûå íà îä-

íîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P). Â ñòàòèñòèêå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû X1, X2, ...Xn èìåþò ñìûñë íàáëþäåíèé, n � íåñëó÷àéíûé îáúåì

âûáîðêè, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Nn � ñëó÷àéíûé îáúåì âûáîðêè, çàâèñÿùèé

îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n ∈ N. Íàïðèìåð, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Nn

èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà

P(Nn = k) =
1

n

(
1− 1

n

)k−1
, k ∈ N,

òî

ENn = n,

òî åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî îáúåìà âûáîðêè ðàâíî n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ≥ 1 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nn ïðèíè-

ìàþò òîëüêî íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ (òî åñòü Nn ∈ N) è íåçàâèñèìû îò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ... . Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íûX1, X2, ... íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

èìåþùèå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Ïóñòü Tn = Tn(X1, ..., Xn) íåêîòîðàÿ ñòàòèñòèêà, òî åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ

èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ îò íàáëþäåíèé X1, ..., Xn. Íàçîâåì Tn àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíîé ñ ïàðàìåòðàìè (µ, 1/σ2), µ ∈ R, σ > 0, åñëè

P
(
σ
√
n (Tn − µ) < x

)
→ Φ(x), n→∞, x ∈ R, (1)

ãäå Φ(x) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Ïðèìåðû àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê õîðîøî èçâåñòíû. Íà-

ïðèìåð, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïåðñèè), îöåí-

êè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿð-

íîñòè), öåíòðàëüíûå ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè è ò.ï.

Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó TNn
, ïîëàãàÿ

TNn
(ω) ≡ TNn(ω)(X1(ω), ..., XNn(ω)(ω)), ω ∈ Ω. (2)

Òàêèì îáðàçîì, TNn
� ýòî ñòàòèñòèêà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ñòàòèñòèêè

Tn ïî âûáîðêå ñëó÷àéíîãî îáúåìà Nn.
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Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê (1) â ñòàòüå Áåíèíãà Â.Å., Êî-

ðîëåâà Â.Þ.6 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îáîáùåííàÿ òåîðåìà ïåðåíîñà.

Òåîðåìà 1. (Áåíèíã Â.Å., Êîðîëåâ Â.Þ.) Ïóñòü {dn}-íåêîòîðàÿ íåîãðà-

íè÷åííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Nn → ∞ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n → ∞. Ïóñòü ñòàòèñòèêà

Tn = Tn(X1, ..., Xn) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà, òî åñòü

P
(
σ
√
n (Tn − µ) < x

)
→ Φ(x), n→∞.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû

P
(
σ
√
dn (TNn

− µ) < x
)
→ G(x), n→∞, 0 < dn ↑ ∞

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ H(x)

ñ H(0+) = 0 òàêàÿ, ÷òî

P (Nn < dnx)→ H(x), n→∞, x > 0,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) èìååò âèä

G(x) =

∫ ∞
0

Φ(x
√
y)dH(y), x ∈ R,

òî åñòü G(x)� ìàñøòàáíàÿ ñìåñü íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ñìåøèâàþùèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì H.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì áóäåò áîëåå óäîáíî çàìåíèòü óñëîâèå àñèìïòîòè÷å-

ñêîé íîðìàëüíîñòè ñòàòèñòèêè Tn (1) íà áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå, îïèñûâàþùåå

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñòàòèñòèêè Tn
ê íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû α > 0, C1 > 0 òàêèå, ÷òî

sup
x

∣∣P (σ√n (Tn − µ) < x
)
− Φ(x)

∣∣ ≤ C1

nα
, n ∈ N.

6Áåíèíã Â.Å., Êîðîëåâ Â.Þ. Îá èñïîëüçîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà â çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 2004. Ò. 49. Âûï. 3. Ñ. 417 -

435.
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Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, îïèñûâàþùèå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî îáúåìà Nn.

Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû β > 0, C2 > 0 è ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ H(x) ñ H(0+) = 0 òàêèå, ÷òî

sup
x≥0

∣∣∣∣P(Nn

n
< x

)
−H(x)

∣∣∣∣ ≤ C2

nβ
, n ∈ N.

Â ãëàâå 1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [1].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñòàòèñòèêà Tn = Tn(X1, ..., Xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ 1, à ñëó÷àéíûé îáúåì âûáîðêè Nn � óñëîâèþ 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

sup
x

∣∣P (σ√n (TNn
− µ) < x

)
−G(x)

∣∣ ≤ C1EN
−α
n +

C2

2nβ
, n ∈ N,

ãäå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) èìååò âèä

G(x) =

∫ ∞
0

Φ(x
√
y)dH(y), x ∈ R

Äàëåå äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü îöåíêè ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî

îáúåìà.

Òåîðåìà 3.([1]) Ïóñòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò Xn, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ

â ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Nn çàäàíû

íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå è íåçàâèñèìû ïðè êàæäîì n ∈ N.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà Tn = Tn(Xn) è ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû Nn óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû α > 0, σ > 0, µ ∈ R, C1 > 0 è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 0 < dn ↑ ∞, n→∞ òàêèå, ÷òî

sup
x

∣∣∣P (σ√dn (Tn − µ) < x
)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C1

nα
, n ∈ N.

2. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà C2 > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 < δn ↓ 0, n→
∞ è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ H(x) ñ H(0+) = 0 òàêèå, ÷òî

sup
x≥0

∣∣∣∣P (Nn

dn
< x

)
−H(x)

∣∣∣∣ ≤ C2δn, n ∈ N.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
x

∣∣∣P (σ√dn (TNn
− µ) < x

)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C1EN
−α
n +

C2

2
δn,

ãäå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) èìååò âèä

G(x) =

∫ ∞
0

Φ(x
√
y)dH(y), x ∈ R.

Äàëåå òåîðåìû 2 è 3 ïðèìåíåíû â ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ ïðåäåëüíûå ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè � ôóíêöèÿìè ðàñïðå-

äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è Ëàïëàñà.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (à.ð.) äëÿ ôóíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúå-

ìà. Ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî îáúåìà âûáîðêè è

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè, îñíîâàí-

íîé íà íåñëó÷àéíîé âûáîðêå. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü

òåîðåìàìè ïåðåíîñà. Èíûìè ñëîâàìè, â äàííîé ãëàâå äîêàçàíû òåîðåìû ïåðå-

íîñà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì

ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Tn ïðè íåñëó÷àéíîì îáúåìå âûáîðêè.

Óñëîâèå 3. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû l ∈ N, µ ∈ R, σ > 0, α > l/2,

γ > 0, C1 > 0, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è äèôôåðåí-

öèðóåìûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè fj(x), j = 1, ..., l òàêèå, ÷òî

sup
x

∣∣∣P(σnγ(Tn − µ) < x
)
− F (x)−

l∑
j=1

n−j/2fj(x)
∣∣∣ ≤ C1

nα
, n ∈ N.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî èíäåêñà Nn.

Óñëîâèå 4. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû m ∈ N, β > m/2, C2 > 0, ôóíêöèÿ

0 < g(n) ↑ ∞, n → ∞, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ H(x), H(0+) = 0 è ôóíêöèè

îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè hi(x), i = 1, ...,m òàêèå, ÷òî

sup
x>0

∣∣∣P( Nn

g(n)
< x

)
−H(x) −

m∑
i=1

n−i/2hi(x)
∣∣∣ ≤ C2

nβ
, n ∈ N.

8



Â ýòîé ãëàâå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñòàòèñòèêè TNn
, îñíîâàííîé íà âûáîðêå ñëó÷àéíîãî

îáúåìà, ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ âèäà

P
(
σgγ(n)(TNn

− µ) < x
)
≈ Gn(x), n→∞, (3)

ãäå ôóíêöèÿ Gn(x) èìååò âèä (ñì. óñëîâèÿ 3, 4)

Gn(x) =

∞∫
1/g(n)

F (xyγ)dH(y) +
m∑
i=1

n−i/2
∞∫

1/g(n)

F (xyγ)dhi(y) +

+
l∑

j=1

g−j/2(n)

∞∫
1/g(n)

y−j/2fj(xy
γ)dH(y)+

+
l∑

j=1

m∑
i=1

n−i/2g−j/2(n)

∞∫
1/g(n)

y−j/2fj(xy
γ)dhi(y). (4)

Â ðàáîòå [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñòàòèñòèêà Tn = Tn(X1, ..., Xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ 3, à ñëó÷àéíûé îáúåì âûáîðêè Nn � óñëîâèþ 4. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà C3 > 0 òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
x

∣∣P(σgγ(n)(TNn
− µ) < x

)
−Gn(x)

∣∣ ≤ C1EN
−α
n +

C3 + C2Mn

nβ
,

ãäå

Mn = sup
x

∞∫
1/g(n)

∣∣∣ ∂
∂y

(
F (xyγ) +

l∑
j=1

(yg(n))−j/2 fj(xy
γ)
)∣∣∣dy

è à.ð. Gn(x) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (4).

Äàëåå ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 4 ñ ïðåäåëüíûìè ôóíê-

öèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà è Ñòüþäåíòà.

Â òðåòüåé ãëàâå äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü îöåíêè

ñâåðõó äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó-

÷àéíîãî îáúåìà èç îöåíîê äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèê, ïîñòðîåí-

íûõ ïî âûáîðêàì íåñëó÷àéíîãî îáúåìà, à òàêæå ïðèâåäåíû îöåíêè ôóíêöèé

êîíöåíòðàöèè ðåãóëÿðíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî

îáúåìà.
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Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè - ýòî îäíà èç õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû. Ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ

ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ôóíêöèåé êîíöåíòðàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ Ïåòðîâà Â.Â.,7 ñòð. 53)

Q(Z;λ) = sup
x

P (x 6 Z 6 x + λ), λ > 0. (5)

Î÷åâèäíî ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè Q(Z;λ) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ λ, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

0 6 Q(Z;λ) 6 1,

äëÿ ëþáîãî λ > 0.

Èç åå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò îöåíêà

sup
x

P (Z = x) = Q(Z; 0) 6 Q(Z;λ), λ > 0, (6)

ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ìàêñèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü îòäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû Z. Èç îïðåäåëåíèÿ (5) ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ∈ R è ëþáîãî b > 0 ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

Q(Z + a;λ) ≡ Q(Z;λ), Q(bZ;λ) ≡ Q(Z;λ/b). (7)

Ïðèìåíåíèÿì ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ê ïðîáëåìàì ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî-

ñâÿùåíû ãëàâû 3 è 4 ìîíîãðàôèè Õåíãàðòíåðà Â., Òåîäîðåñêó Ð.8 Èçâåñòíû

òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z: åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Z ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî òî÷êè a ∈ R è îäíîâåðøèííà, òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ô.ê. Q(Z, λ) èìååò âèä

Q(Z;λ) = 2F (a + λ/2) − 1. (8)

Îòìå÷åíà ñâÿçü ìåæäó îöåíêàìè òèïà Áåððè-Ýññååíà äëÿ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê è îöåíêàìè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè.

7Ïåòðîâ Â.Â. Ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. - Ì.: Íàóêà, 1972. 414 ñ.
8Õåíãàðòíåð Â., Òåîäîðåñêó Ð. Ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè. - Ì.: Íàóêà, 1980. 172 ñ.
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Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñòàòèñòèêè

Tn = Tn(X1, . . . , Xn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíî-

ìó çàêîíó

sup
x

∣∣∣P(σnδ(Tn − µ) < x
)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C

nα
, n ∈ N, (9)

ãäå C > 0, δ > 0, σ > 0, α > 0 è µ ∈ R - íåêîòîðûå ÷èñëà. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 1.([8])Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (9). Òîãäà äëÿ ôóíêöèè êîí-

öåíòðàöèè ñòàòèñòèêè Tn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Q(Tn;λ) 6
4C

nα
+

4λσnδ√
2π

6

6 4
(
C +

σ√
2π

)
max

(
λnδ,

1

nα

)
.

Â ðàáîòå [8] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèêè Tn óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó

Q(Tn;λ) 6 Amax
(
λ,

B

nγ

)
, n ∈ N

ãäå A > 0, B > 0, γ > 0 - íåêîòîðûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèêè TNn
, ïîñòðîåííîé ïî âûáîðêå ñëó÷àéíîãî îáúåìà

Nn, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Q(TNn
;λ) 6 A E max

(
λ,

B

Nγ
n

)
6 2A max

(
λ, B E N−γn

)
.

Äàëåå âî âòîðîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîí-

öåíòðàöèè ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Ýòè îöåí-

êè íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

òàêèõ ñòàòèñòèê ê ïðåäåëüíîìó çàêîíó. Ïðèìåíåíèÿì ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè

ê ïðîáëåìàì ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñâÿùåíû ãëàâû 3 è 4 ìîíîãðàôèè Õåí-

ãàðòíåðà Â., Òåîäîðåñêó Ð.9 è ñòàòüè Êðóãëîâà Â.Ì.10 è Àëåêïåðîâà Ø.Î.,
9Õåíãàðòíåð Â., Òåîäîðåñêó Ð. Ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèè. - Ì.: Íàóêà, 1980. 172 ñ.
10Êðóãëîâ Â.Ì. Î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè îáëàñòÿì ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ

// Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, Ò. 37. Âûï. 3. Ñ. 459 - 467.
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Êðóãëîâà Â.Ì.11

Ëåììà 2.([3]) Ïóñòü ξ è η � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäà ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

sup
λ>0
|Qξ(λ) − Qη(λ)| 6 4 sup

x∈R
|P(ξ < x) − P(η < x)|.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå óíèìîäàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî Õèí-

÷èíó (ñì., íàïðèìåð, ó÷åáíèê Ôåëëåðà Â.12, ñòð.186 , ìîíîãðàôèþ Ëóêà÷ Å.13,

ñòð.118). Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò óíèìî-

äàëüíîå (îäíîâåðøèííîå) ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûïóêëà ïðè x < x0, à

ôóíêöèÿ 1 − Fξ(x) âûïóêëà ïðè x > x0. Ïðè ýòîì òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ìî-

äîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òî÷êà x0 ìîæåò áûòü òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x), íî âíå òî÷êè x0 îäíîâåðøèííîñòü ïðåäïîëàãàåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ ìîíîòîííà â

èíòåðâàëàõ x < x0 è x > x0. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ óíèìîäàëüíàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ìî-

äû.

Ëåììà 3.([3]) Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ñèììåòðè÷íûì óíèìî-

äàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òîãäà äëÿ λ > 0

Qξ(λ) = P
(
|ξ| < λ/2

)
.

Ïóñòü Φ(x) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Òåîðåìà 6.([6]) Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
λ>0

∣∣∣QSn
(λ) − 2Φ

( λ

2σ
√
n

)
+ 1

∣∣∣ 6 1.8992
β3

σ3
√
n
,

ãäå Sn = X1 + . . .+Xn, β3 = E|X1|3 <∞ è σ2 = DX1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòàòèñòèêà Tn (òî åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ îò íà-

áëþäåíèé X1, . . . , Xn) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà, åñëè ñóùåñòâóþò δ > 0,

11Àëåêïåðîâ Ø.Î, Êðóãëîâ Â.Ì. Ñõîäèìîñòü ñâåðòîê ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ê âûðîæäåííîìó, íîð-

ìàëüíîìó è ïóàññîíîâñêîìó çàêîíàì // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 1994. Ò. 39. Âûï. 2. Ñ. 248

- 271.
12Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. - Ì.: Ìèð, 1984. ò.2. 172 ñ.
13Ëóêà÷ Å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. - Ì.: Íàóêà, 1979. 423 ñ.
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ν > 0 è µ ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P
(
δnν(Tn − µ) < x

)
−→ Φ(x), n → ∞. (10)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â (10) âèäà

sup
x∈R

∣∣P(δnν(Tn − µ) < x
)
− Φ(x)

∣∣ 6
C

nγ
, (11)

ãäå C > 0, γ > 0.

Òåîðåìà 7.([6]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàòèñòèêà Tn óäîâëåòâîðÿåò ñî-

îòíîøåíèþ (11). Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
λ>0

∣∣∣QTn(λ) − 2Φ
(λδnν

2

)
+ 1

∣∣∣ 6
4C

nγ
.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêè, ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà.

Òåîðåìà 8.([6]) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ µ ∈ R, C > 0,

σ > 0, ν > 0 è ñèììåòðè÷íîé íåïðåðûâíîé óíèìîäàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ G(x) ñòàòèñòèêà TNn
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

sup
x∈R

∣∣P(σnν(TNn
− µ) < x

)
− G(x)

∣∣ 6
C

nγ
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
λ>0

∣∣∣QTNn
(λ) − 2G

(λσnν
2

)
+ 1

∣∣∣ 6
4C

nγ
.

Äàëåå ðàcñìîòðåíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåíåíèå òåîðåì 6,

7, 8, êàñàþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé Ëàïëàñà è Ñòüþäåíòà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ âûâîäû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è âîçìîæ-

íûå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Ïðè ýòîì

ðàññìàòðèâàëèñü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
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1. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî

îáúåìà. Äîêàçàíû òåîðåìû ïåðåíîñà, êàñàþùèåñÿ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìî-

ñòè.

2. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàòèñòèê, îñíîâàííûõ íà âûáîðêàõ ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Äîêàçàíû òåîðåìû

ïåðåíîñà, êàñàþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

3. Ïðèâåäåíû îöåíêè äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ

ïî âûáîðêàì ñëó÷àéíîãî îáúåìà. Äîêàçàíû òåîðåìû ïåðåíîñà, êàñàþùèåñÿ

îöåíîê äëÿ ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè.

4. Ïðåäëîæåíû âàðèàíòû èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â èññëå-

äîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèåì

Ëàïëàñà.
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