
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÈÌÅÍÈ Ì. Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÀÁÄÓÊÀÐÈÌÎÂ ÌÀÕÌÀÄÑÀËÈÌ ÔÀÉÇÓËËÎÅÂÈ×

ÃÐÀÍÈ×ÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ, ÎÏÈÑÛÂÀÅÌÛÌ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅÌ ÊËÅÉÍÀ-ÃÎÐÄÎÍÀ-ÔÎÊÀ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ

ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÌ

Ñïåöèàëüíîñòü 01.01.02 - Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà - 2013



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà Êðèöêîâ Ëåîíèä Âëàäèìèðîâè÷.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ
¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
ÌÝÈ¿ Áîáîäæàíîâ Àáäóõàôèç Àáäóðàñóëîâè÷,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ïîòàïîâ Ìèõàèë Ìèõàéëîâè÷.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 20 íîÿáðÿ 2013 ãîäà â 15 ÷àñîâ 30 ìèíóò íà
çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.43 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991, Ìîñêâà, ÃÑÏ-1,
Ëåíèíñêèå ãîðû, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ, ôàêóëüòåò ÂÌèÊ, àóäèòîðèÿ 685. Æåëà-
þùèå ïðèñóòñòâîâàòü íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà äîëæíû ñîîáùèòü
îá ýòîì çà äâà äíÿ ïî òåë. +7 (495) 939-5071 (äëÿ îôîðìëåíèÿ çàÿâêè íà ïðî-
ïóñê).

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå ÌÃÓ
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Ñ òåêñòîì àâòîðåôåðàòà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ íà îôè-
öèàëüíîì ñàéòå ÂÌÊ ÌÃÓ http://cs.msu.ru â ðàçäåëå ¾Íàóêà¿ � ¾Ðàáîòà äèñ-
ñåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ¿ - ¾Ä 501.001.43¿.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.43,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Å.Â.Çàõàðîâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñ çàäà÷åé ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì, îïèñû-

âàåìûì âîëíîâûì è òåëåãðàôíûì óðàâíåíèÿìè, ñâÿçàíû ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå

çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è àêóñòèêè, óïðàâëåíèå äàâëåíèåì íåôòè èëè ãàçà

â òðóáîïðîâîäå è ò.ï. Ââèäó ýòîãî èçó÷åíèå òàêèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç àêòóàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíûõ åå ïðèëîæåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ

â òåðìèíàõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàññìàòðè-

âàåìûé ïðîöåññ.

Â 1988 ãîäóÆ. Ë. Ëèîíñ ïðîâåë èçó÷åíèå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ-

ìè â ôîðìå ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Â åãî ñòàòüå1 èçó÷àëàñü

çàäà÷à óñïîêîåíèÿ (ò.å. ïðèâåäåíèå êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ñ íóëå-

âûìè äàííûìè Êîøè) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Èì æå â ýòîé ðàáîòå

ñ ïîìîùüþ òåîðèè ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûëà äîêàçàíà íååäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è ïðè T > 2l, ãäå l � äëèíà ñòðóíû, â òåðìèíàõ

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç êëàññà L2.

Â ðàáîòå Å. Çóàçóà2 èäåÿ Ëèîíñà áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé êâàçèëèíåéíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíîé íåëèíåéíîñòüþ, ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Â ìîíîãðàôèè À. Ã. Áóòêîâñêîãî3 çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ áûëà èñ-

ñëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå è ìåòîäà ìîìåíòîâ. Òåì ñàìûì, èñêîìîå

ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå áûëî ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå.

Â ðàáîòå À. Å. Åãîðîâà4 äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ âîëí.

Â ñòàòüå Ô. Ï. Âàñèëüåâà5 áûëà ïðåäëîæåíà òðàêòîâêà òåîðèè äâîéñòâåí-
1Lions J. L. Exact Controllability, Stabilization and Perturbations for Distributed Systems // SIAM Review,

1988, vol. 30, No. 1, p. 1-68.
2Zuazua E. Exact Controllability for the Semilinear Wave Equation // J. Math. pures et appl., 69, 1990, p. 1-31.
3Áóòêîâñêèé À. Ã. Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ì.:

Íàóêà, 1965.
4Åãîðîâ À.È. Óïðàâëåíèå óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè // ÄÀÍ ÓÑÑÐ, ñåðèÿ ôèç-ìàò. è òåõí. íàóê, 1986, �5,

ñ. 60-63.
5Âàñèëüåâ Ô. Ï. Î äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ // Äèôôåðåíö. óðàâ-

íåíèÿ, 1995, ò. 31, �11, ñ. 1893 - 1900.
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íîñòè â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ. Ðåøåíèþ çàäà÷ ãðàíè÷-

íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êîëåáàíèé ôóíêöèîíàëüíûìè ìåòîäàìè ïîñâÿùå-

íû òàêæå åãî ñîâìåñòíûå ðàáîòû6,7,8 ñ Ì. Ì. Ïîòàïîâûì, À. Â. Ðàçãóëèíûì è

Ì. À. Êóðæàíñêèì, â êîòîðûõ ïîñòðîåíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû

íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîñâÿùåíû òàêæå

íåäàâíèå ðàáîòû Ì. Ì. Ïîòàïîâà9,10. Äàëüíåéøèå ññûëêè íà ñâÿçàííûå ñ ýòîé

òåìàòèêîé ïóáëèêàöèè ìîãóò áûòü íàéäåíû â îáçîðíîé êíèãå6.

Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ èññëåäîâàíèÿõ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìîãî

ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ëèøü äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè T , ñòðî-

ãî áîëüøåãî ïîðîãà åäèíñòâåííîñòè, è ÿâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ

ýòîãî óïðàâëåíèÿ íå áûëî ïðåäëîæåíî.

Â ðàáîòå Â. À. Èëüèíà11 âïåðâûå äëÿ ëþáîãî T èç èíòåðâàëà 0 < T < l óñòà-

íîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óêàçàí ÿâíûé

âèä ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ, à äëÿ ñëó÷àÿ T > l

(òî÷íåå, äëÿ ñëó÷àÿ l < T 6 2l) ïðèâåäåí îáùèé âèä âîçìîæíûõ ãðàíè÷íûõ

óïðàâëåíèé, âêëþ÷àþùèé äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è ÷åòûðå ïðîèçâîëü-

íûå ôóíêöèè èç êëàññà W 2
2 íà ñåãìåíòå ïî ïåðåìåííîé t äëèíû T − l, êîòîðûå

îáåñïå÷èâàþò ïåðåõîä êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî îäíîðîäíûì âîë-

íîâûì óðàâíåíèåì

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0, 0 < x < l, 0 < t < T, (1)

èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ {u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)} â

íàïåðåä çàäàííîå ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå {u(x, T ) = φ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x)}.
6Âàñèëüåâ Ô. Ï., Êóðæàíñêèé Ì. À., Ïîòàïîâ Ì. Ì., Ðàçãóëèí À. Â. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äâîéñòâåí-

íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ. Ì.: Ìàêñ Ïðåññ, 2010.
7Âàñèëüåâ Ô. Ï., Êóðæàíñêèé Ì. À., Ïîòàïîâ Ì. Ì. Ìåòîä ïðÿìûõ â çàäà÷àõ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è

íàáëþäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé êîëåáàíèé ñòðóíû // Âåñòíèê ÌÃÓ, ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì. è êèá., 1993, � 3,

ñ. 8�15.
8Âàñèëüåâ Ô. Ï., Êóðæàíñêèé Ì. À., Ðàçãóëèí À. Â. Î ìåòîäå Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ êîëåáàíèåì ñòðóíû // Âåñòíèê ÌÃÓ, ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì. è êèá., 1993, � 2, c. 3�8.
9Ïîòàïîâ Ì. Ì. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷ Äèðèõëå - óïðàâëåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â êëàññàõ

Ñîáîëåâà è äâîéñòâåííûõ ê íèì çàäà÷ íàáëþäåíèÿ // ÆÂÌèÌÔ, 2006, ò.46, �12, ñ. 2191�2208.
10Ïîòàïîâ Ì. Ì. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ Äèðèõëå � íàáëþäåíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà // ÆÂÌèÌÔ, 2007, ò.47, �8, ñ. 1323�1339.
11Èëüèí Â. À. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì íà äâóõ êîíöàõ çà ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê

âðåìåíè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1999, ò. 35, �11, ñ. 1517�1534.
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Â ýòîé ðàáîòå ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è âàæíóþ ðîëü èãðàåò êëàññ Ŵ 2
2 [0 6 x 6

l] × [0 6 t 6 T ], âïåðâûå ââåäåííûé Â. À. Èëüèíûì â ñòàòüå12. Àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò Â. À. Èëüèíûì ïîëó÷åí è â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå äåéñòâóåò íà

îäíîì êîíöå ñòðóíû ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì13.

Ïîçäíåå, Â. À. Èëüèí èññëåäîâàë çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ â òåðìè-

íàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ (1) èç êëàññà, äîïóñêàþùåãî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé

ýíåðãèè.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Â. À. Èëüèíà è Å. È. Ìîèñååâà14 èçó÷åíà çàäà÷à ãðà-

íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì äëÿ

ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî òåëåãðàôíûì óðàâíåíèåì

utt(x, t)− uxx(x, t) + c2u(x, t) = 0, 0 < x < l, 0 < t < T, c = const, (2)

ïðè âðåìåíè, ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó: T = 2l. Â15 èìè æå ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷-

íàÿ çàäà÷à â ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèÿ äåéñòâóþò íà îáîèõ êîíöàõ.

Â äèññåðòàöèè È. Í. Ñìèðíîâà16 èññëåäîâàíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå, êîãäà îòðåçîê [0, l] ñî-

ñòîèò èç äâóõ ó÷àñòêîâ, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ èìååò ðàçíûå

ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Â ýòîé ðàáîòå äëÿ óðàâíåíèÿ (2) òàêæå èçó÷åíû íåêî-

òîðûå ïîñòàíîâêè ñìåøàííûõ çàäà÷.

Òåîðèåé ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì âîëíîâûì óðàâ-

íåíèåì (1), êàê äëÿ ëîêàëüíûõ, òàê è äëÿ íåëîêàëüíûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ çà-

íèìàþòñÿ òàêæå ó÷åíèêè Â. À. Èëüèíà è Å. È. Ìîèñååâà: Â. Â. Òèõîìèðîâ,

Ï. À. Ðåâî, Ã. Ä. ×àáàêàóðè, À. À. Íèêèòèí, À. À. Êóëåøîâ, À. À. Õîëîìååâà,

Ë. Í. Çíàìåíñêàÿ, À. Â. Áåëèêîâ è äð.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äâóõ òèïîâ çàäà÷: 1) çàäà-

÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòðóíû, ò.å.
12Èëüèí Â. À., Òèõîìèðîâ Â. Â. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì íà äâóõ êîíöàõ è çàäà÷à î

ïîëíîì óñïîêîåíèè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1999, ò. 35, �5, ñ. 692�704.
13Èëüèí Â. À. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì

êîíöå // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 1999, ò. 25, � 12, ñ. 1640�1659.
14Èëüèí Â. À., Ìîèñååâ Å. È. Î ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè íà îäíîì êîíöå ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì òåëåãðàô-

íûì óðàâíåíèåì // Äîêë. ÐÀÍ, 2002, ò. 387, �5, ñ. 600�603.
15Èëüèí Â. À., Ìîèñååâ Å. È. Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå íà äâóõ êîíöàõ ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì òåëåãðàôíûì

óðàâíåíèåì // Äîêë. ÐÀÍ, 2004, ò. 394, �2, ñ. 154�158.
16Ñìèðíîâ È. Í. Óïðàâëåíèå ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì òåëåãðàôíûì óðàâíåíèåì // Äèññ. ... êàíä. ôèç.-

ìàò. íàóê, Ì: ÌÃÓ, 2011.
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äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f(x, t):

utt(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t) (1′)

è 2) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà ñ ïå-

ðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì, ò.å. äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ êîýôôèöèåíòîì c, çàâèñÿ-

ùèì îò x è t:

utt(x, t)− uxx(x, t)− q(x, t)u(x, t) = 0. (2′)

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Îñíîâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ èçó÷åíèå çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðîèçâîäèìîãî ñìåùåíèåì äëÿ

óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòðóíû ïðè ïðîèçâîëüíîì ìîìåíòå âðåìå-

íè T , è èññëåäîâàíèå çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðîèçâîäèìîãî ñìåùåíèåì

äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì ïðè âðå-

ìåíè, ìåíüøåì èëè ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé òèïà Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Âêðàò-

öå, ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ñôîðìóëèðîâàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðîöåññà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòðó-

íû â ñëó÷àå: à) äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì;

á) äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ íà îäíîì êîíöå ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì; â) äåéñòâèé

óïðàâëåíèé íà îáîèõ êîíöàõ ïðè âðåìåíè, ìåíüøåì èëè ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñêîìîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðåäñòàâëåíî â ÿâíîì àíàëèòè-

÷åñêîì âèäå.

2. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çàäà÷ ïîëó÷åí ÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé âèä îïòèìàëü-

íîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé

ýíåðãèè ïðè âðåìåíè, áîëüøåì êðèòè÷åñêîãî.
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3. Èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì.

4. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåí-

íîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Êëåéíà�

Ãîðäîíà�Ôîêà ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì â ñëó÷àå: à) äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ

íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì; á) äåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ íà îäíîì

êîíöå ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì; â) äåéñòâèé óïðàâëåíèé íà îáîèõ êîíöàõ ïðè âðå-

ìåíè, ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòàð-

øåêóðñíèêîâ ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ,

÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ðàññìîòðåííûìè óðàâíåíèÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëà-

äûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ

èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêîâ Â. À. Èëüèíà è Å. È. Ìî-

èñååâà;

� íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ

ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ô. Ï. Âàñèëüåâà;

� íà åæåãîäíûõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàí-

òîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2012¿ , ¾Ëîìîíîñîâ-2013¿ (Ìîñêâà, 2012 è

2013 ãã.);

� íà åæåãîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

øêîëà¿ (Âîðîíåæ, 2013 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 13 ðàáî-

òàõ, 6 èç êîòîðûõ � â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ñïèñîê îïóáëèêîâàí-

íûõ ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øå-

ñòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 45 íàèìåíîâàíèå. Êàæäàÿ ãëàâà

ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïàðàãðàôîâ. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, òåîðåì, ëåìì, çàìå-

÷àíèé è ôîðìóë � ñêâîçíàÿ ïî êàæäîé ãëàâå. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà

117 ñòðàíèöàõ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû,

ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð óæå ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ òåìû

äèññåðòàöèè è êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè, ïðîèçâîäèìîì

ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòðóíû

utt(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t) â (0 6 x 6 l)× (0 6 t 6 T ) = QT , (1)

íà êîíöå x = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíåö x = l çàêðåïëåí, ò. å.

u(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T . (2)

Ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è, íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñìåùåíèå è ñêîðîñòü

òî÷åê ñòðóíû çàäàíû ðàâåíñòâàìè

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) ïðè 0 6 x 6 l, (3)

à â ìîìåíò âðåìåíè t = T � ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåíñòâàìè

u(x, T ) = φ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x) ïðè 0 6 x 6 l. (4)

Â çàäà÷å (1), (3) è (4) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x, t) ∈ L2(QT ), φ(x), φ1(x) ∈
W 1

2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l].

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(4) áóäåì èñêàòü â

êëàññå Ŵ 1
2 (QT ), âïåðâûå ââåäåííîì Â. À. Èëüèíûì â ðàáîòå17. Èç ïðèíàäëåæ-

íîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1)�(4) êëàññó Ŵ 1
2 (QT ) âûòåêàåò, ÷òî

17Èëüèí Â. À. Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì êîëåáàíèé íà äâóõ êîíöàõ â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ, 2000, ò. 36, �11, ñ. 1513 - 1528.
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ýòî ðåøåíèå èìååò ñëåä ïðè x = 0:

u(0, t) = µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ], (5)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ñ íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè φ(x), ψ(x)

è ôèíàëüíûìè ôóíêöèÿìè φ1(x), ψ1(x), ò.å. óñëîâèÿì µ(0) = φ(0), φ(l) = 0 è

µ(T ) = φ1(0), φ1(l) = 0, è ïîçâîëÿþùèé êîëåáàòåëüíóþ ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) è

(5) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)]dxdt+

l∫
0

[φ(x)Φt(x, 0)− ψ(x)Φ(x, 0)]dx−

−
T∫

0

µ(t)Φx(0, t)dt−
l∫

0

T∫
0

f(x, t)Φ(x, t)dxdt = 0 (6)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) èç êëàññà18 Ŵ 2
2 (QT ), ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì

Φ(0, t) ≡ 0, Φ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè

0 6 x 6 l, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), (5) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) � â ñìûñëå ðàâåíñòâà

ýëåìåíòîâ L2[0, l], ò.å. ïî÷òè âñþäó.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ (1)-(4) íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) èç ýòîãî êëàññà ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) è

(5), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåííûå ïåðâîãî ðàâåíñòâà (4) â êëàññè÷åñêîì

ñìûñëå, à âòîðîãî ðàâåíñòâà (4) � â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ýëåìåíòîâ L2[0, l].

Ðåøåíèå èçó÷àåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

òîãî, êàê ñâÿçàíû ìîìåíò âðåìåíè T è äëèíà ñòðóíû l.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(4) ïðè

âðåìåíè, ìåíüøåì èëè ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T 6 2l. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)-(4) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

18Îïðåäåëåíèå ýòîãî êëàññà àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) è ïðèâåäåíî â ðàáîòå17.
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1) âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ φ(l) = 0, φ1(l) = 0;

2) ôóíêöèè φ(x), ψ(x), φ1(x), ψ1(x) è f(x, t) äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿëè:

a) äëÿ ñëó÷àÿ 0 < T < l òðåì òîæäåñòâàì:

ψ̂1(t) + φ1(t)− ψ̂(t+ T )− φ(t+ T )−
T∫

0

f̂(t+ T − τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 t1,

ψ̂1(t) + φ1(t)− ψ̂(t2 − t) + φ(t2 − t)−
T∫

0

f̂(t+ T − τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè t1 6 t 6 l,

ψ̂1(t)− φ1(t)− ψ̂(t− T ) + φ(t− T )−
T∫

0

f̂(t− T + τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè T 6 t 6 l,

â êîòîðûõ t1 = l − T , t2 = 2l − T è ÷åðåç ψ̂(x), ψ̂1(x) è f̂(x, t) îáîçíà÷åíû

ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé ψ(x), ψ1(x) è f(x, t) ïî x, óäîâëå-

òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

ψ̂1(0) + φ1(0)− ψ̂(T )− φ(T )−
T∫

0

f̂(T − τ, τ)dτ = 0,

ψ̂1(l)− φ1(l)− ψ̂(l − T ) + φ(l − T )−
T∫

0

f̂(l − T + τ, τ)dτ = 0;

b) äëÿ ñëó÷àÿ l 6 T < 2l òîæäåñòâó

ψ̂1(t) + φ1(t)− ψ̂(t2 − t) + φ(t2 − t)−
T∫

0

f̂(t+ T − τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 t2,

â êîòîðîì ñèìâîëàìè ψ̂(x), ψ̂1(x) è f̂(x, t) ñíîâà îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïåðâîîáðàçíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå òåïåðü ñîîòíîøåíèþ

ψ̂1(0) + φ1(0)− ψ̂(t2) + φ(t2)−
T∫

0

f̂(T − τ, τ)dτ = 0.

Äëÿ ñëó÷àÿ T = 2l íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�

(4) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òðåáîâàíèå 1).
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Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ u(0, t) = µ(t) ∈
∈ W 1

2 [0, T ], ïåðåâîäÿùåãî ïðîöåññ êîëåáàíèé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â

ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4), íàéäåíî ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷åíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(4) â ñëó-

÷àå, êîãäà ìîìåíò âðåìåíè T ìåíÿåòñÿ íà ïîëóñåãìåíòå (2l, 3l]. Ñôîðìóëèðîâà-

íà è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 2l < T 6 3l. Òîãäà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñóùåñòâóåò, íî îïðåäåëÿåòñÿ íåîä-

íîçíà÷íî. Ïîñòðîåí åãî îáùèé âèä, â êîòîðûé âõîäÿò òðè ñîâåðøåííî ïðî-

èçâîëüíûå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé ψ(x), ψ1(x) è f(x, t) ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé

è äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ñåãìåíòàõ äëèíû T − 2l, ïðè-

íàäëåæàùèå íà íèõ êëàññó W 1
2 è ïðèíèìàþùèå íà êîíöàõ ýòèõ ñåãìåíòîâ

çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Òàê êàê ïðè T > 2l èçó÷àåìàÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(4) èìååò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïðåäåëå-

íèè îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îòûñêàíèè ñðåäè

âñåõ ôóíêöèé µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ] òîé, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì èíòåãðàëó ãðà-

íè÷íîé ýíåðãèè. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåí ÷åòâåðòûé ïàðàãðàô. Â íåì äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü T = 2ln +∆, ãäå n ∈ N è △ ∈ (0, 2l]. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå u(0, t) = µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ], ïåðåâîäÿùåå

ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4) è äîñòàâ-

ëÿþùåå ìèíèìóì èíòåãðàëó
T∫
0

|µ′(t)|2dt. Ýòî óïðàâëåíèå ïîñòðîåíî â ÿâíîì

àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñîäåðæàùåì íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå ôóíêöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè, ïðîèç-

âîäèìîì ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà êîíöå x = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîé

êîíåö ñâîáîäåí, ò.å.

ux(l, t) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ]. (7)

Ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è, íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3), (4) è (7) èùåòñÿ
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â êëàññå Ŵ 1
2 (QT ). Èç òîãî, ÷òî u(x, t) ∈ Ŵ 1

2 (QT ), ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðåøåíèå èìååò

ñëåä (5), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì µ(0) = φ(0), µ(T ) = φ1(0) è ïîçâîëÿþùèé

ïåðåâåñòè êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñî-

ñòîÿíèå (4).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (1), (3), (5)

è (7) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâó (6) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) ∈ Ŵ 2
2 [0, T ], ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì

Φ(0, t) = Φx(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) = Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè

0 6 x 6 l, è êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5) è

ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à ãðàíè÷íîìó óñëî-

âèþ (7) è âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] è íà [0, l]

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ (1), (3), (4) è (7) íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) èç ýòîãî êëàññà ñìåøàííîé çàäà÷è

(1), (3), (5) è (7), êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåííûå ïåðâîãî ðàâåíñòâà (4) â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîãî ðàâåíñòâà (4) � â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ýëåìåíòîâ

L2[0, l].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè T 6 2l äëÿ íàïåðåä çàäàííûõ ïÿòè ôóíê-

öèé φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ) ñóùåñòâî-

âàëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3), (4), (7) èç

êëàññà Ŵ 1
2 (QT ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿ-

ëè:

a) äëÿ ñëó÷àÿ 0 < T < l òðåì òîæäåñòâàì:

ψ̂1(t) + φ1(t)− ψ̂(t1)− φ(t1)−
T∫

0

f̂(t1 − τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 l − T,

ψ̂1(t)+φ1(t)+ ψ̂(2l− t1)−φ(2l− t1)−
T∫

0

f̂(t1− τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè l−T 6 t 6 l,

ψ̂1(t)− φ1(t)− ψ̂(t2) + φ(t2)−
T∫

0

f̂(t2 + τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè T 6 t 6 l,
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çäåñü è äàëåå ñèìâîëàìè ψ̂(x), ψ̂1(x) è f̂(x, t) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ïåð-

âîîáðàçíûå ôóíêöèé ψ(x), ψ1(x) è f(x, t) ïî x, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàìè

ψ̂1(l) = ψ̂(l) = 0, è t1 = t+ T , t2 = t− T ;

b) äëÿ ñëó÷àÿ l 6 T 6 2l òîæäåñòâó

ψ̂1(t)+φ1(t)+ ψ̂(2l− t1)−φ(2l− t1)−
T∫

0

f̂(t1−τ, τ)dτ ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 2l−T.

Ïðè T = 2l ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî â òî÷êå

ψ̂1(0) + φ1(0) + ψ̂(0)− φ(0) +

2l∫
0

f̂(τ, τ)dτ = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è íàéäåíî â ÿâíîì

àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîãî óïðàâ-

ëåíèÿ òàêæå ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 2l < T 6 3l. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïÿòè ôóíêöèé

φ(x),

φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

u(x, t) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3), (4) è (7) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ), íî

îíî è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷-

íî. Ïîñòðîåí èõ îáùèé ÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé âèä.

È, íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà

Òåîðåìà 6. Ïóñòü â çàäà÷å ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3), (4) è (7) φ(x),

φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l], f(x, t) ∈ L2(QT ) è T = 4ln + ∆, ãäå

n ∈ N , △ ∈ [0, 4l]. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå

u(0, t) = µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ], ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3)

â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4) è äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì èíòåãðàëó
T∫
0

|µ′(t)|2dt.

Ýòî óïðàâëåíèå ïîñòðîåíî â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñîäåðæàùåì íà÷àëü-

íûå è ôèíàëüíûå ôóíêöèè.

Â òðåòüåé ãëàâå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ãðàíè÷íîì óïðàâ-

ëåíèè ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ x = 0 è x = l, ò.å.

u(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t) ïðè t ∈ [0, T ]. (8)
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Ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è, íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4) áóäåì èñêàòü â êëàññå

Ŵ 1
2 (QT ), ïîýòîìó èñêîìîå ðåøåíèå èìååò ñëåäû (8), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàñ-

ñó W 1
2 [0, T ], óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ µ(0) = φ(0), ν(0) = φ(l),

µ(T ) = φ1(0), ν(T ) = φ1(l) è ïîçâîëÿþò ïåðåâåñòè êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó èç

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4).

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çà-

äà÷è (1), (3) è (8) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâó

l∫
0

T∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)]dxdt+

l∫
0

[φ(x)Φt(x, 0)− ψ(x)Φ(x, 0)]dx−

−
T∫

0

µ(t)Φx(0, t)dt+

T∫
0

ν(t)Φx(l, t)dt−
l∫

0

T∫
0

f(x, t)Φ(x, t)dxdt = 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ), ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì

Φ(0, t) ≡ 0, Φ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0

ïðè 0 6 x 6 l, ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) � â ñìûñëå ðàâåíñòâà

ýëåìåíòîâ L2[0, l].

Îïðåäåëåíèå 6. Ðåøåíèåì çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4)

íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (1), (3) è (8), êîòîðîå

óäîâëåòâîðÿåò ôèíàëüíûì óñëîâèÿì (4), ïîíèìàåìûì â ñìûñëå ðàâåíñòâà ýëå-

ìåíòîâ êëàññîâ W 1
2 [0, l] è L2[0, l] ñîîòâåòñòâåííî.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè T < l äëÿ íàïåðåä çàäàííûõ ïÿòè ôóíêöèé

φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ) ñóùåñòâîâàëî

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4) èç êëàññà

Ŵ 1
2 (QT ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ t ∈ [0, l− T ] âûïîëíÿëèñü
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ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ:

t∫
0

ψ1(x)dx+φ1(t)−φ1(0)−
T+t∫
T

ψ(x)dx−φ(T+t)+φ(T )−
T∫

0

t+T−τ∫
T−τ

f(ξ, τ)dξdτ ≡ 0,

l∫
t+T

ψ1(x)dx+φ1(t+T )−φ1(l)−
l−T∫
t

ψ(x)dx−φ(t)+φ(l−T )−
T∫

0

l−T+τ∫
t+τ

f(ξ, τ)dξdτ ≡ 0.

Ïðè ýòîì èñêîìûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ u(0, t) = µ(t) è u(l, t) = ν(t), ïåðåâî-

äÿùèå ïðîöåññ êîëåáàíèé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå

(4), ïîñòðîåíû â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ñîäåðæàùåì íà÷àëüíûå è ôè-

íàëüíûå ôóíêöèè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 8. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè T = l äëÿ íàïåðåä çàäàííûõ ïÿòè ôóíêöèé

φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ) ñóùåñòâîâàëî

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4) èç êëàññà

Ŵ 1
2 (QT ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå ñîîòíî-

øåíèÿ:

ψ̂1(0) + φ1(0)− ψ̂(l)− φ(l)−
l∫

0

f̂(l − τ, τ)dτ = 0,

ψ̂1(l)− φ1(l)− ψ̂(0) + φ(0)−
l∫

0

f̂(τ, τ)dτ = 0,

ãäå ψ̂(x), ψ̂1(x) è f̂(x, t) îáîçíà÷àþò ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé ψ(x), ψ1(x) è

f(x, t) ïî x ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé èñêîìîå ðåøåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà-

íè÷íûå óïðàâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9. Åñëè l < T 6 2l, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïÿòè ôóíêöèé φ(x),

φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ) ðåøåíèå u(x, t) çà-

äà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñóùåñòâóåò, íî

îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Ïðèâåäåí åãî îáùèé âèä, â êîòîðûé âõîäÿò òðè
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ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé ψ(x), ψ1(x) è f(x, t) ïî ïåð-

âîé ïåðåìåííîé è äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ñåãìåíòàõ äëè-

íû T − l, ïðèíàäëåæàùèå íà íèõ êëàññó W 1
2 è ïðèíèìàþùèå íà êîíöàõ ýòèõ

ñåãìåíòîâ çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü â çàäà÷å ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1), (3) è (4) φ(x),

φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l] è f(x, t) ∈ L2(QT ). Òîãäà ïðè T =

2ln + ∆, ãäå n ∈ N è △ ∈ (0, 2l], ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ãðàíè÷íûå

óïðàâëåíèÿ u(0, t) = µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ], u(l, t) = ν(t) ∈ W 1

2 [0, T ], ïåðåâîäÿùèå

êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå

(4) è äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè. Ýòè óïðàâëåíèÿ

ïîñòðîåíû â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà ñ ïåðåìåííûì

êîýôôèöèåíòîì âèäà

Lu(x, t) ≡ utt(x, t)− uxx(x, t)− q(x, t)u(x, t) = 0, 0 < x < l, 0 < t < T (9)

èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðîèçâîäèìîãî ñìåùåíèåì íà îäíîì

êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé óðàâ-

íåíèåì (9), óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîé ôóíêöèè (5) ïðè óñëîâèè, ÷òî

íà äðóãîé ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå (2). Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â

ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t = 0 ñìåùåíèå è ñêîðîñòü çàäàíû ðàâåíñòâàìè (3), à â ìîìåíò âðåìåíè t = T

� ðàâåíñòâàìè (4). Âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â (3) è (4) φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l],

ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l], à â (9) q(x, t) � îãðàíè÷åííàÿ è èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (2), (3) è (4) áóäåì

èñêàòü â êëàññå Ŵ 1
2 (QT ). Îòìåòèì, ÷òî èç ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ èçó÷àåìîé

çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êëàññó Ŵ 1
2 (QT ) ñëåäóåò, ÷òî îíî èìååò ñëåä (5),

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ñ ôóíêöèÿìè φ(x) è φ1(x), ò.å.

µ(0) = φ(0), φ(l) = 0 è µ(T ) = φ1(0), φ1(l) = 0.

Îïðåäåëåíèå 7. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (9), (2),

(3) è (5) íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò
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òîæäåñòâó
l∫

0

T∫
0

u(x, t)LΦ(x, t) dxdt+
l∫

0

[φ(x)Φt(x, 0)− ψ(x)Φ(x, 0)] dx−

−
T∫

0

µ(t)Φx(0, t) dt = 0 (10)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ(x, t) ∈ Ŵ 2
2 (QT ), ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì Φ(0, t) = Φ(l, t) ≡

0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) = Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l, è êîòîðàÿ,

êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), (5) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ (3) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) � ïî÷òè

âñþäó íà [0, l].

Îïðåäåëåíèå 8. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ (9), (2), (3) è (4) íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) èç ýòîãî êëàññà ñìåøàííîé çàäà÷è

(9), (2), (3) è (5) ñ òàêîé ôóíêöèåé µ(t), ÷òî âûïîëíåíû ïåðâîå ôèíàëüíîå óñëî-

âèå (4) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîå óñëîâèå (4) ïî÷òè âñþäó íà [0, l].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à (9), (2), (3) è (5) â

ñëó÷àå, êîãäà φ(x) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, l], ψ(x) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, l],

µ(t) ∈ W 1
2 [0, T ] � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ñîãëàñî-

âàíèÿ µ(0) = 0, è T 6 2l. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 11. Ïóñòü T 6 2l. Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìå-

øàííîé çàäà÷è (9), (2), (3) è (5), â êîòîðîé φ(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, l], ψ(x) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, l] è µ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà W 1
2 [0, T ], äëÿ

êîòîðîé µ(0) = 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì u(x, t) ≡ 0 â îáëàñòè

{(x, t) | 0 6 t 6 l, t 6 x 6 l}.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (2), (3)

è (4) â ñëó÷àå, êîãäà T 6 2l. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîãî T ∈ (0, 2l] çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (2),

(3) è (4) ìîæåò èìåòü ëèøü îäíî ðåøåíèå èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü T = 2l. Òîãäà ðåøåíèå èç êëàññà Ŵ 1
2 (Q2l) çàäà÷è ãðà-

íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (2), (3) è (4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà:
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1) φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l],

2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ φ(l) = 0, φ1(l) = 0.

Èç õîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13 âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ðåøåíèå èçó÷àåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ â òî÷êå

x = 0 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

∥µ− 0
µ∥W 1

2 [0,2l]
6 C∥q∥∞,

ãäå
0
µ(t) =

0
u(0, t) � ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì ñîîòâåòñòâó-

þùèì îäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, à ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò íîðìû

ôóíêöèè q(x, t).

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ãðà-

íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê àääèòèâíîìó âîçìóùåíèþ q(x, t)u(x, t)

îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ñ îãðàíè÷åííûì è èçìåðèìûì êîýôôèöèåí-

òîì q(x, t).

Ñëåäñòâèå 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà:

∥u(x, t)∥W 1
2 (Q2l) 6 C ′ (∥φ∥W 1

2 [0,l]
+ ∥φ1∥W 1

2 [0,l]
+ ∥ψ∥L2[0,l] + ∥ψ1∥L2[0,l]

)
, (11)

ãäå C ′ = C ′(∥q∥∞).

Îöåíêà (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé.

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì ïðî-

öåññà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (9), íà îäíîì êîíöå ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì. Òî

åñòü èçó÷àåìûé ïðîöåññ óïðàâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé (5) ïðè óñëîâèè, ÷òî

íà âòîðîì êîíöå çàäàíî óñëîâèå (7). Ãëàâà ñîäåðæèò òðè ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì

ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3), (4) è (7) èùåòñÿ

â êëàññå Ŵ 1
2 (QT ), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî îíî èìååò ñëåä (5), óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ µ(0) = φ(0) è µ(T ) = φ1(0).

Îïðåäåëåíèå 9. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (9), (3), (5)

è (7) íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó (10) äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè Φ(x, t) ∈ Ŵ 2
2 (QT ), ïîä÷èíåííîé

óñëîâèÿì Φ(0, t) = Φx(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) = Φt(x, T ) ≡ 0
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ïðè 0 6 x 6 l, è êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(5) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ (7) è âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] è íà [0, l]

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 10. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ (9), (3), (4) è (7) íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) èç ýòîãî êëàññà ñìåøàííîé çàäà÷è

(9), (3), (5) è (7) ñ òàêîé ôóíêöèåé µ(t), ÷òî âûïîëíåíû ïåðâîå ôèíàëüíîå óñëî-

âèå (4) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîå ôèíàëüíîå óñëîâèå (4) ïî÷òè âñþäó íà

[0, l].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà

Òåîðåìà 14. Ïóñòü T 6 2l. Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìå-

øàííîé çàäà÷è (9), (3), (5) è (7), â êîòîðîé φ(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, l], ψ(x) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, l] è µ(t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà W 1
2 [0, T ], äëÿ

êîòîðîé µ(0) = 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì u(x, t) ≡ 0 â îáëàñòè

{(x, t) | 0 6 t 6 l, t 6 x 6 l}
∩
QT .

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçàíû ñëåäóþùèå

Òåîðåìà 15. Äëÿ ëþáîãî T ∈ (0, 2l] çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3),

(4) è (7) ìîæåò èìåòü ëèøü îäíî ðåøåíèå èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ).

Òåîðåìà 16. Ïóñòü T = 2l. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðå-

øåíèÿ èç êëàññà Ŵ 1
2 (Q2l) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3), (4) è (7) íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l],

2) íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

A0 +

l∫
0

2l−τ∫
τ

q̃ ∗
A (ξ, τ)A(ξ, τ) dξdτ = B0 +

2l∫
l

τ∫
2l−τ

q̃ ∗
B (ξ, τ)B(ξ, τ) dξdτ,

ãäå A0, B0 � êîíñòàíòû èç ðàâåíñòâà

A0 ≡ φ(0) +

l∫
0

ψ(ξ) dξ = φ1(0)−
l∫

0

ψ1(ξ) dξ ≡ B0,

âåëè÷èíû A(ξ, τ), B(ξ, τ) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå óñëîâèÿ
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ïî ôîðìóëàì

A(ξ, τ) =
1

2

φ(l − |ξ + τ − l|) + φ(l − |ξ − τ − l|) +
ξ+τ∫

ξ−τ

ψ(l − |ζ − l|) dζ

 ,

B(ξ, τ)=
1

2

φ1(l − |ξ + τ − 3l|)+ φ1(l − |ξ − τ + l|)−
ξ−τ+2l∫

ξ+τ−2l

ψ1(l − |ζ − l|) dζ

 ,
à ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ q̃ ∗

A (ξ, τ) è q̃
∗
B (ξ, τ) ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòîì

q(ξ, τ) â (9) ñîîòíîøåíèÿìè

q̃ ∗
A (ξ, τ) = q(l − |ξ − l|, τ)

∞∑
k=0

q̃
(k)
A (l, l; ξ, τ), q̃

(0)
A (x, t; ξ, τ) ≡ 1/2;

q̃
(k+1)
A (x, t; ξ, τ) = 1

2

t∫
τ

min(x+t−τ1,ξ−τ+τ1)∫
max(x−t+τ1,ξ+τ−τ1)

q(l − |ξ1 − l|, τ1)q̃ (k)
A (ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1dτ1,

q̃ ∗
B (ξ, τ) = q(l − |ξ − l|, τ)

∞∑
k=0

q̃
(k)
B (l, l; ξ, τ), q̃

(0)
B (x, t; ξ, τ) ≡ 1/2;

q̃
(k+1)
B (x, t; ξ, τ) = 1

2

τ∫
t

min(x−t+τ1,ξ+τ−τ1)∫
max(x+t−τ1,ξ−τ+τ1)

q(l − |ξ1 − l|, τ1)q̃ (k)
B (ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1dτ1.

Èç ïðîöåññà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôàêòû.

Ñëåäñòâèå 3. Ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà âèäà (11) äëÿ ðåøåíèÿ èçó÷à-

åìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò îá óñòîé÷èâîñòè

ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ∥q∥∞ → 0, òî ∥u − 0
u∥W 1

2 (Q2l) → 0 è, ñîîòâåòñòâåííî,

∥µ− 0
µ∥W 1

2 [0,2l]
→ 0, ãäå

0
µ(t) =

0
u(0, t) � ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì, îïèñû-

âàåìûì ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Ýòî ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ ïî îòíîøåíèþ ê àääèòèâíîìó âîçìóùåíèþ q(x, t)u(x, t) âîëíîâîãî îïåðà-

òîðà â (9) ñ îãðàíè÷åííûì è èçìåðèìûì êîýôôèöèåíòîì q(x, t).

È, íàêîíåö, â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ ñìåùåíèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà íà äâóõ êîíöàõ. Òî÷íåå,

ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì (9), óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ãðàíè÷íûõ

ôóíêöèé (8). Â ãëàâó âõîäÿò òðè ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû

ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
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Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3) è (4) áóäåì èñêàòü â êëàññå

Ŵ 1
2 (QT ), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) èìååò ñëåäû u(0, t) = µ(t) ∈

W 1
2 [0, T ] è u(l, t) = ν(t) ∈ W 1

2 [0, T ], êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñîãëàñî-

âàíèÿ ñ ôóíêöèÿìè φ(x) è φ1(x), ò.å. µ(0) = φ(0), ν(0) = φ(l), µ(T ) = φ1(0),

ν(T ) = φ1(l).

Îïðåäåëåíèå 11. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è (9), (3)

è (8) íàçîâåì òàêóþ ôóíêöèþ u(x, t) èç ýòîãî êëàññà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó
l∫

0

T∫
0

u(x, t)LΦ(x, t) dxdt+
l∫

0

[φ(x)Φt(x, 0)− ψ(x)Φ(x, 0)] dx−

−
T∫

0

[µ(t)Φx(0, t)− ν(t)Φx(l, t)] dt = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ(x, t) ∈ Ŵ 2
2 (QT ), ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì Φ(0, t) = Φ(l, t) ≡

0 ïðè 0 6 t 6 T è óñëîâèÿì Φ(x, T ) = Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l, è êîòî-

ðàÿ, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8) è ïåðâîìó íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ (3) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, à âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3) � ïî÷òè

âñþäó íà [0, l].

Îïðåäåëåíèå 12. Ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâ-

ëåíèÿ (9), (3) è (4) íàçîâåì ðåøåíèå u(x, t) èç ýòîãî êëàññà ñìåøàííîé çàäà÷è

(9), (3), (8) ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè µ(t) è ν(t), ÷òî âûïîëíåíû ïåðâîå ôèíàëüíîå

óñëîâèå (4) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, âòîðîå óñëîâèå (4) ïî÷òè âñþäó íà [0, l].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è (9), (3) è

(8). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 17. Ïóñòü T 6 l. Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàí-

íîé çàäà÷è (9), (3) è (8), â êîòîðîé φ(x) ≡ 0 ïðè x ∈ [0, l], ψ(x) = 0 äëÿ ïî÷òè

âñåõ x ∈ [0, l] è µ(t), ν(t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç êëàññà W 1
2 [0, T ], äëÿ êî-

òîðûõ µ(0) = 0, ν(0) = 0, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì u(x, t) ≡ 0 â

îáëàñòè {(x, t) | 0 6 t 6 l/2, t 6 x 6 l − t}
∩
QT .

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñëåäíåé ãëàâû ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ãðàíè÷íî-

ãî óïðàâëåíèÿ (9), (3) è (4) â ñëó÷àå, êîãäà ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

èç ïîëóñåãìåíòà (0, l]. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå
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Òåîðåìà 18. Äëÿ ëþáîãî T ∈ (0, l] çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3) è

(4) ìîæåò èìåòü ëèøü îäíî ðåøåíèå èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ).

Òåîðåìà 19. Ïóñòü T = l. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøå-

íèÿ èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (9), (3) è (4) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) φ(x), φ1(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ(x), ψ1(x) ∈ L2[0, l],

2) íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

A0 +

l/2∫
0

l−τ∫
τ

q∗A(ξ, τ)A(ξ, τ) dξdτ = B0 +

l∫
l/2

τ∫
l−τ

q∗B(ξ, τ)B(ξ, τ) dξdτ,

ãäå A0, B0 � êîíñòàíòû èç ðàâåíñòâà

A0 ≡ φ(0) + φ(l) +

l∫
0

ψ(ξ) dξ = φ1(0) + φ1(l)−
l∫

0

ψ1(ξ) dξ ≡ B0,

âåëè÷èíû A(ξ, τ), B(ξ, τ) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå óñëîâèÿ

ïî ôîðìóëàì

A(ξ, τ) = φ(ξ + τ) + φ(ξ − τ) +

ξ+τ∫
ξ−τ

ψ(ζ) dζ,

B(ξ, τ) = φ1(ξ + τ − l) + φ1(ξ − τ + l)−
ξ−τ+l∫

ξ+τ−l

ψ1(ζ) dζ,

à ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ q∗A(ξ, τ) è q
∗
B(ξ, τ) ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòîì

q(ξ, τ) â (9) ñîîòíîøåíèÿìè

q∗A(ξ, τ) = q(ξ, τ)
∞∑
k=0

q
(k)
A (l/2, l/2; ξ, τ), q

(0)
A (x, t; ξ, τ) ≡ 1/2;

q
(k+1)
A (x, t; ξ, τ) = 1

2

t∫
τ

min(x+t−τ1,ξ−τ+τ1)∫
max(x−t+τ1,ξ+τ−τ1)

q(ξ1, τ1)q
(k)
A (ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1dτ1,

q∗B(ξ, τ) = q(ξ, τ)
∞∑
k=0

q
(k)
B (l/2, l/2; ξ, τ), q

(0)
B (x, t; ξ, τ) ≡ 1/2;

q
(k+1)
B (x, t; ξ, τ) = 1

2

τ∫
t

min(x−t+τ1,ξ+τ−τ1)∫
max(x+t−τ1,ξ−τ+τ1)

q(ξ1, τ1)q
(k)
B (ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1dτ1.
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Ñëåäñòâèå 5. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 18 âûòåêàåò àïðèîðíàÿ îöåíêà

âèäà (11) ðåøåíèÿ èçó÷àåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ñâèäå-

òåëüñòâóåò îá óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ è

ôèíàëüíûõ óñëîâèé.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè ∥q∥∞ → 0, òî ∥u − 0
u∥W 1

2 (Ql) → 0 è, ñîîòâåòñòâåííî,

∥µ− 0
µ∥W 1

2 [0,l]
→ 0, ∥ν − 0

ν∥W 1
2 [0,l]

→ 0, ãäå
0
µ(t) =

0
u(0, t) è

0
ν(t) =

0
u(l, t) � ãðàíè÷-

íûå óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì âîë-

íîâûì îïåðàòîðîì. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâà-

åìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê àääèòèâíîìó âîçìóùåíèþ

q(x, t)u(x, t) âîëíîâîãî îïåðàòîðà â (9) ñ îãðàíè÷åííûì è èçìåðèìûì êîýôôè-

öèåíòîì q(x, t).

Áëàãîäàðíîñòè:

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, êàíäèäàòó ôèç.-

ìàò. íàóê, äîöåíòó Ë. Â. Êðèöêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå

è ïîääåðæêó ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû.

Òàêæå ìû âûðàæàåì ñâîþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ

Â. À. Èëüèíó çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è îùóòèìóþ ïîääåðæ-

êó íà âñåõ ýòàïàõ åå ïîäãîòîâêè.
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