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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âîçíèêàþò â ðÿäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è

ñìåøàííîãî òèïîâ. Åùå Ì. Ïóàññîí â ñâîèõ ìåìóàðàõ ðåøàë

çàäà÷ó î ïðîäîëüíîì äâèæåíèè ãðóçà, ïîäâåøåííîãî ê êîíöó

óïðóãîé íèòè. À. Êíåçåð â ðàáîòå èçó÷àë êîëåáàíèÿ îäíîðîä-

íîé ñòðóíû, â íåêîòîðûõ òî÷êàõ êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíû ìàñ-

ñû. À.Í. Êðûëîâ è Ñ.Ï. Òèìîøåíêî óêàçûâàëè íà àêòóàëü-

íîñòü çàäà÷è î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ â ñâÿçè ñ òåî-

ðèåé èíäèêàòîðà ïàðîâîé ìàøèíû è ïðî÷èõ èçìåðèòåëüíûõ

ïðèáîðîâ. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå êðóòèëüíûõ êîëå-

áàíèé âàëà ñ ìàõîâèêîì íà êîíöå, ðàçíîãî ðîäà "äðîæàùèõ"

êëàïàíîâ è êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé øêèâà ñ ïîäâåøåííîé íà

êîíöå ìàññîé. Çàäà÷à ïîäîáíîãî ïëàíà ïðèîáðåëà îñîáóþ àê-

òóàëüíîñòü åùå è â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì óñòîé÷èâîñòè âèáðàöèé

êðûëüåâ ñàìîëåòà. Àíàëîãè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âîç-

íèêàþò â çàäà÷àõ îá èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â

ñèñòåìàõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè åìêîñòÿìè, ñàìîèíäóêöèÿìè è

çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â ñðåäàõ, ãðàíè÷àùèõ ñ ñî-

ñðåäîòî÷åííûìè òåïëîåìêîñòÿìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü

À.À. Ñàìàðñêèì, À.À. Âèòòîì è Ñ.Ï. Øóáèíûì . Íåäàâíî

èíòåðåñ ê çàäà÷àì ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íîì

óñëîâèè âîçíèê â ñâÿçè ñ òåîðèåé îñðåäíåíèÿ.

Â îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèé ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ëåæàò çà-
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äà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Íà÷àëî ðàçâèòèþ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ïîëîæèëè â êîíöå ñåìèäåñÿòûõ

- íà÷àëå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà ðàáîòû Å.È.

Ìîèñååâà , Ñ.Ì. Ïîíîìàðåâà, Ò.Ø. Êàëüìåíîâà. Èì ïðåäøå-

ñòâîâàëè ãëóáîêèå èññëåäîâàíèÿ Ô. Òðèêîìè, Ñ. Ãåëëåðñòåä-

òà, Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, Ô.È. Ôðàíêëÿ,

È.Í. Âåêóà, À.Â. Áèöàäçå, Ë.Â. Îâñÿííèêîâà è äðóãèõ ìà-

òåìàòèêîâ ïî âîïðîñàì êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî,

çàäà÷à ñâîäèëàñü ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà. Â ýòèõ ðàáîòàõ óêàçûâàëîñü íà àê-

òóàëüíîñòü ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè ýëëèïòèêî-

ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à ïîçäíåå â ðàáîòàõ ß.Ñ. Óôëÿí-

äà, À.Ã. Øàøêîâà, À.Ì. Íàõóøåâà, Õ. Àçèçà è Ý. Ñåòòàðè

áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðèâî-

äÿùèå ê ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì.

Çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâè-

ÿõ, êàê ïðàâèëî, íåñàìîñîïðÿæåííûå. Áîëüøîé âêëàä â íàó-

êó áûë âíåñåí àêàäåìèêîì Â.À.Èëüèíûì, ïîëó÷èâøèì ôóí-

äàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äëÿ íåñà-

ìîñîïðÿæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â îïóáëè-

êîâàííîé â 1983 ã. ðàáîòå À.À. Øêàëèêîâà ïîñòðîåíà îáùàÿ

òåîðèÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèÿõ. Èì äîêàçàíû òåîðåìû êðàòíîé áàçèñíîñòè, ðàçëîæåíèÿ

è ïîëíîòû äëÿ âûäåëåííûõ êëàññîâ êðàåâûõ çàäà÷: äëÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ðåãóëÿðíûõ, ïî÷òè
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ðåãóëÿðíûõ è íîðìàëüíûõ. À.Ì. Àõòÿìîâûì â öèêëå ðàáîò

ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñëîæíûì âõîæäå-

íèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûïè-

ñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äèàãíîñòèêè ìåõàíè÷åñêèõ

ñèñòåì è ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Îáùèé ïîäõîä ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ê èçó÷åíèþ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïðåä-

ëîæåí â ðàáîòàõ àêàäåìèêà Å.È. Ìîèñååâà. Èì äëÿ îáîñíîâà-

íèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â âèäå áèîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ

óñòàíîâëåíû òîíêèå ðåçóëüòàòû îá óñëîâèÿõ áàçèñíîñòè ñè-

ñòåì ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.

Â ðàáîòàõ Å.È. Ìîèñååâà è Í.Þ. Êàïóñòèíà èçó÷åíû âîïðîñû

ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Lp, p >

1 ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ñî ñïåêòðàëü-

íûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, âîçíèêàþùèõ â òåî-

ðèè ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïîëó÷å-

íû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé â êëàñ-

ñå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Â öèêëå ðàáîò Í.Þ. Êàïóñòèíà

ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ðàññìîòðåíû âîïðîñû î ìàêñèìàëü-

íîé ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ ïàðà-

áîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé èç

êëàññà ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè

ñìåøàííîé çàäà÷è ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîì

óñëîâèè äëÿ îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè

îïèñàíèè ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêèì

óðàâíåíèåì. Èçó÷åíû: ïîëíîòà, ìèíèìàëüíîñòü è áàçèñíîñòü

ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé â çàäà÷àõ ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì
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ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðîì è êâàäðàòè÷íûì âõîæäåíèåì ñïåê-

òðàëüíîãî ïàðàìåòðà â ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Â ðàáîòàõ Ç.Ñ. Àëèåâà, Í.Á. Êåðèìîâà, Ç.Ñ. Àëèåâà, Í.Á.

Êåðèìîâà è Â.Ñ. Ìèðçîåâà ðàññìîòðåíû âîïðîñû áàçèñíîñòè

â ïðîñòðàíñòâå Lp, p > 1 ñèñòåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðÿäà

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ëèíåéíûì âõîæäåíè-

åì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äîêàçàíû

îñöèëëÿöèîííûå òåîðåìû è ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-

ìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ñ èí-

äåôèíèòíîé ìåòðèêîé. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî ýòèì âî-

ïðîñàì ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ À.Ô. Íèêèôîðîâà è Â.Á. Óâà-

ðîâà, Ò.ß. Àçèçîâà è È.Ñ. Èîõâèäîâà.

Â ñâÿçè c ðàññìàòðèâàåìûìè â äèññåðòàöèè âîïðîñàìè îòìå-

òèì ðàáîòû È.Ø. Àõàòîâà è À.Ì. Àõòÿìîâà, Æ. Áåí Àìàðû,

Æ. Áåí Àìàðû è À.À. Øêàëèêîâà, Á.Ò. Áèëàëîâà,

Â.Ä. Áóäàåâà, Â.Â. Âëàñîâà, Ã.Ã. Äåâäàðèàíè,

Ò.Ä. Äæóðàåâà, Â.Ï. Äèäåíêî, Â.À. Åëååâa,

Â.È. Æåãàëîâà, À.Í. Çapóáèíà, Í.Þ. Êàïóñòèíà è

Ò.Å. Ìîèñååâà, A.Ã. Êîñòþ÷åíêî, À.À. Øêàëèêîâà,

À.Ã. Êóçüìèíà, Â.Ì. Êóðáàíîâà, Â.Á. Ëèäñêîãî,

Æ.Ë. Ëèîíñà, È.Ñ. Ëîìîâà, À.Ñ. Ìàêèíà,

Ä.Á. Ìàð÷åíêîâà, Ñ.Â. Ìåëåøêî, Â.À. Íàõóøåâîé, Ç.À. Íà-

õóøåâîé, À.À. Ïîëîñèíà, À.Â. Ïñõó, Ñ.Ï. Ïóëüêèíà,

Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé, Î.À. Ðåïèíà, Î.À. Ðåïèíà è Ñ.Â. Åôèìîâîé,

Å.Ì. Ðóñàêîâñêîãî, Ê.Á. Ñàáèòîâà, Ê.Á. Ñàáèòîâà è Í.Â. Ìàð-
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òåìüÿíîâîé, Ê.Á. Ñàáèòîâà è Ë.Õ. Ðàõìàíîâîé, Ê.Á. Ñàáèòî-

âà è Ý.Ì. Ñàôèíà, Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Ì.Ñ. Ñàëàõèòäèíîâà,

Ì.Ì. Ñìèðíîâà, À.Ï. Ñîëäàòîâà, Å.À. Óòêèíîé, Ñ. Ôóëòîíà,

Ì.Ì. Õà÷åâà, À.À. Øêàëèêîâà, Ì. Ðîçî, Æ. Óîëòåðà.

Öåëü ðàáîòû. 1) Èçó÷åíèå ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è áà-

çèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Lp, p > 1 ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, îäíî èç

êîòîðûõ ñîäåðæèò ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð è êîýôôèöèåíò â

ýòîì óñëîâèè, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîçíà÷íûé; 2) ôîðìó-

ëèðîâêà óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé â êëàññå Wm
2 ; 3) èçó÷åíèå

âîïðîñà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé ïî âûäåëåííîìó áàçèñó ïðîñòðàíñòâà L2 è ïî

âñåé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé; 4) ðåøåíèå ñïåêòðàëü-

íûì ìåòîäîì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëî-

ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ìåòîäîì ðàçäåëå-

íèÿ ïåðåìåííûõ ê ðàññìàòðèâàåìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ áàçèñíîñòè

â ïðîñòðàíñòâå Lp, p > 1 ââîäèòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûé îïå-

ðàòîð íà îñíîâå âûäåëåííîé ìèíèìàëüíîé ïîäñèñòåìû ñ ïðåä-

âàðèòåëüíûì ïîñòðîåíèåì áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ñè-

ñòåìû è âûâîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ñõîäèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèé â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óñòàíîâëåííàÿ

íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèé áèîðòîãî-

íàëüíî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû è ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

íåëîêàëüíîãî õàðàêòåðà.

7



Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî âîïðî-

ñàì ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Lp, p > 1 ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, îäíî èç êîòîðûõ ñîäåðæèò

ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð è êîýôôèöèåíò â ýòîì óñëîâèè êîì-

ïëåêñíûé. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäè-

ìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé â êëàññå

Wm
2 . Èçó÷åí âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå

ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî âûäåëåííîìó áàçèñó ïðîñòðàí-

ñòâà L2 è ïî âñåé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Â âèäå áè-

ëèíåéíûõ ðÿäîâ âûïèñàíû ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ êðàåâûõ çà-

äà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèé ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà íà íåõàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ëèíèè ãðàíèöû îáëàñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòà-

òîâ. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû è ïîäõîäû ê èñ-

ñëåäîâàíèÿì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì èçó-

÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëî-ãèïåð-

áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèé. Âîçìîæíî øèðîêîå ïðèìåíåíèå ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ

êîëåáàíèé íàãðóæåííûõ òåë, ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàç-

ëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â òåîðèè òåïëîîáìåíà è ìàññî-

îáìåíà â êàïèëëÿðíîïîðèñòûõ ñðåäàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè áûëè ñäå-

ëàíû äîêëàäû íà ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ: íàó÷íî-èññëå-

äîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è

åãî ïðèìåíåíèé ôàêóëüòåòà ÂÌÊÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêà-
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äåìèêà Å.È.Ìîèñååâà, êîíôåðåíöèÿ ÌÃÓ "Ëîìîíîñîâñêèå ÷òå-

íèÿ"(2012, Ìîñêâà), 38-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ïðè-

ëîæåíèå ìàòåìàòèêè â èíæåíåðíûõ íàóêàõ è ýêîíîìèêå"(2012,

Áîëãàðèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå è ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè îïóáëèêîâàíû â 3 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, äâå èç êîòîðûõ â

æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íà-

ó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé ÂÀÊ ÐÔ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí

â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû âêëþ÷àþùåãî 194

íàèìåíîâàíèÿ. Îáúåì ðàáîòû 78 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû, êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñî-

äåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñïåê-

òðàëüíàÿ çàäà÷à

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1, (1)

X ′(0) = bX(0), X ′(1) = dλX(1) (2)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè b 6= 0 è d > 0.

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1)-(2) íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííî-

ãî çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå

λ 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå:

X(x) =
b sin
√
λx√

λ
+ cos

√
λx.
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Çàïèñàâ äëÿ ýòîé ôóíêöèè âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ïîëó-

÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàäà÷è (1)-(2)

(1 + bd)
√
λ sin

√
λ = (b− dλ) cos

√
λ. (3)

Åñëè bd = −1, òî óðàâíåíèå (3) èìååò îäèí îòðèöàòåëüíûé

êîðåíü λ = −1/d è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ

êîðíåé λ = [π/2 + π(n− 1)]2, n = 1, 2, 3, ... Â ñëó÷àå bd > −1,

b > 0, âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (3) � ïîëîæèòåëüíûå. Ïðè çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ bd < −1 èëè bd > −1, b < 0 òàêæå èìååò-

ñÿ îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à âñå îñòàëüíûå

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû â ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè äåé-

ñòâèòåëüíîé îñè.

Ïðèñâîèì íóëåâîé èíäåêñ ëþáîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, à

âñå îñòàëüíûå çàíóìåðóåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè çàäà÷è (1)-(2) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Xn(x) =
√

2

[
b sin
√
λnx√

λn
+ cos

√
λnx

]
, n = 0, 1, 2, ...

(â ñëó÷àå λn < 0 ñèíóñ è êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèå). Ôóíê-

öèè áèîðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {Ψm(x)},m = 1, 2, 3..., ê

ñèñòåìå {Xn(x)}, n = 1, 2, 3, ..., èìåþò âèä:

Ψm(x) =

[
Xm(x)− Xm(1)

X0(1)
X0(x)

]
[∫ 1

0 X
2
m(x)dx + dX2

m(1)
]. (4)

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1)-(2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà-

÷à

Y ′′(x) + λY (x) = 0, 0 < x < 1, (5)

bY ′(0) = −λY (0), Y (1) = −dY ′(1) (6)
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äëÿ ñèñòåìû {Yn(x)}, n = 0, 1, 2, ..., ôóíêöèè êîòîðîé âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Yn(x) =
X ′n(x)√
λn

.

Ôóíêöèè áèîðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ϕm(x)},m = 1, 2, 3, ...,

ê ñèñòåìå {Yn(x), n = 1, 2, 3, ...}, èìåþò âèä

ϕm(x) =

[
Ym(x)− Ym(0)

Y0(0)
Y0(x)

]
/

[∫ 1

0

Y 2
m(x)dx +

1

b
Y 2
m(0)

]
.

Cèñòåìû {Xn(x)} è {Yn(x)}, n = 1, 2, 3, ..., îáðàçóþò áàçèñ

â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1, à â ñëó÷àå p = 2 äàæå áà-

çèñ Ðèññà. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äîêàçàíî îáùåå óòâåð-

æäåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1)-(2) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ïàðàìåòð d - ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íó-

ëÿ, −π
2 < arg

√
λn ≤ π

2 , n = 0, 1, 2, 3, ..., λ0 - ïî-ïðåæíåìó,

ëþáîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à âñå îñòàëüíûå çàíóìåðîâàíû â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 1. Åñëè

d /∈ { b cos z − z sin z

bz sin z + z2 cos z
},

ãäå {z} - ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

(b2 − z2) sin z cos z

z
+ b2 + z2 + 2b cos2 z = 0, (7)

òî ñèñòåìà {Xn(x)}, n = 1, 2, 3, ..., ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çà-

äà÷è (1)-(2) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1,

(áàçèñîì Ðèññà p = 2).

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå (7) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà b, íàïðèìåð ïðè b = −1/2, èìååò ðåøåíèå è íà äåé-

ñòâèòåëüíîé îñè.
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Ìîæíî ïîñòàâèòü íåëîêàëüíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó, îïèñû-

âàþùóþ ñèñòåìó {Xn(x)}, n = 1, 2, 3, ..., ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé ëîêàëüíîé çàäà÷è (1) - (2). À, èìåííî, ñëåäóþùóþ ñïåê-

òðàëüíóþ çàäà÷ó

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < 1,

X ′(0) = bX(0),

X(1) +
1

d(b sin
√
λ0 +

√
λ0 cos

√
λ0)
×

×
∫ 1

0

(b sin
√
λ0x +

√
λ0 cos

√
λ0x)X(x)dx = 0,

(1 + bd)
√
λ0 sin

√
λ0 = (b− dλ0) cos

√
λ0.

Â äàííîé çàäà÷å ãðàíè÷íîå óñëîâèå íå ñîäåðæèò ñïåêòðàëü-

íîãî ïàðàìåòðà.

Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 1 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþ-

ùèå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

(∫ 1

0

f (t)Ψn(t)dt

)
Xn(x) (8)

â êëàññàõ Wm
2 (0, 1), ãäå ñèñòåìà {Xn(x)}, n = 1, 2, 3, ..., ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è

(1) - (2) áåç ëþáîé óäàëåííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, êîòî-

ðîé ïðèñâîåí íóëåâîé èíäåêñ, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàíó-

ìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè

Ψn(x), n = 1, 2, 3, ..., ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè áèîðòîãîíàëüíî

ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f (x) ∈ W 2n
2 (0, 1),
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J ≡ f (1) +

∫ 1

0 (b sin
√
λ0t +

√
λ0 cos

√
λ0t)f (t)dt

d(b sin
√
λ0 +

√
λ0 cos

√
λ0)

= 0,

f ′(0) = bf (0), ..., f (2n−1)(0) = bf (2n−2)(0), n> 1,

f ′(1) + df ′′(1) = 0, ..., f (2n−3)(1) + df (2n−2)(1) = 0, n> 2.

Òîãäà ðÿä (8) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå W 2n
2 (0, 1).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

f (x) ∈ W 2n−1
2 (0, 1),

J = 0, n> 1,

f ′(0) = bf (0), ..., f (2n−3)(0) = bf (2n−4)(0),

f ′(1) + df ′′(1) = 0, ..., f (2n−3)(1) + df (2n−2)(1) = 0,

J = 0, n> 2.

Òîãäà ðÿä (8) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå W 2n−1
2 (0, 1).

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 2 ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè íà îòðåçêå [0, 1] ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì

ôóíêöèÿì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1) - (2). Ñïðàâåäëèâà ñëåäó-

þùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f (x) ∈ C[0, 1]. Ðÿä Ôóðüå (8) ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè

f (x) +

∫ 1

0 (b sin
√
λ0t +

√
λ0 cos

√
λ0t)f (t)dt

d(b sin
√
λ0 +

√
λ0 cos

√
λ0)

ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {
√

2 cosµnx}, n = 1, 2, 3, ...,

ãäå µn = π
2 + π(n− 1).
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Ñëåäñòâèå.Ïóñòü f (x) - ôóíêöèÿ èç êëàññà Ãåëüäåðà Cα[0, 1]

ñ ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì α è âûïîëíåíî óñëî-

âèå

f (1) +

∫ 1

0 (b sin
√
λ0t +

√
λ0 cos

√
λ0t)f (t)dt

d(b sin
√
λ0 +

√
λ0 cos

√
λ0)

= 0.

Òîãäà ðÿä Ôóðüå (8) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1].

Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìî-

ñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî âñåé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f (x) � ôóíêöèÿ èç êëàññà Ãåëüäåðà Cα[0, 1], α >

0. Òîãäà îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà

îòðåçêå [0, 1] ðÿäà

f (x) =

∞∑
n=0

df (1)Xn(1) +
∫ 1

0 f (t)Xn(t)dt

dX2
n(1) +

∫ 1

0 X
2
n(t)dt

Xn(x).

ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1) � (2).

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ut(x, t) = a2Uxx(x, t) (9)

â îáëàñòè D = {(x, t); 0 < x < 1, 0 < t < T} ñ ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè

U ′x(o, t) = bU(0, t), U ′x(1, t) = −dU ′t(1, t), (10)

b 6= 0, d > 0

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

U(x, 0) = f (x). (11)
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Òðåáóåòñÿ íàéòè íåïðåðûâíóþ â çàìêíóòîé îáëàñòè D ôóíê-

öèþ U(x, t) èç êëàññà C1(D∩{t > 0})∩C2,1(D) äëÿ óðàâíåíèÿ

(9) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(11), f (x) ∈ C[0, 1].

Ëåììà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (9)-(11) åäèíñòâåííî.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 4 è ëåììû 1, óñòàíîâëåíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f (x) - ôóíêöèÿ èç êëàññà Ãåëüäåðà Cα[0, 1], α >

0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (9)-(11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

áèëèíåéíîãî ðÿäà

U(x, t) =

∞∑
n=0

[
df (1)Xn(1) +

∫ 1

0

f (t)Xn(t)dt

]
× (12)

×
[
dX2

n(1) +

∫ 1

0

X2
n(t)dt

]−1
Xn(x)e−a

2λnt.

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà. Ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

D = {(x, t) : 0 < x < t+1, 0 < t61/2; 0 < x < 2−t, 1/2 < t < 1},

D1 = D ∩ {x < 1}, D2 = D ∩ {x > 1}.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

Ut(x, t) = a2Uxx(x, t), (x, t) ∈ D1, (13)

Utt(x, t) = Uxx(x, t), (x, t) ∈ D2.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ U(x, t) èç êëàññà C(D) ∩
C1(D)∩C1(D1 ∩ {t > 0})∩C2,1(D1)∩C2(D2), óäîâëåòâîðÿþ-

15



ùóþ óðàâíåíèþ (13) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

Ux(0, t) = bU(0, t), 0 < t < 1, (14)

U(t + 1, t) = 0, 0 6 t6 1/2,

U(x, 0) = f (x), 0 6 x6 1,

f (x) ∈ Cα[0, 1], α > 0, f (1) = 0.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

fn =

∫ 1

0 f (x)Xn(x)dx∫ 1

0 X
2
n(x)dx + X2

n(1)
, n = 0, 1, 2, ...,

â êîòîðîì ñèñòåìà {Xn(x)} - ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è (1)-(2) ïðè d = 1, ðåøåíèå çàäà÷è (13)-(14) çàïè-

ñûâàåòñÿ â âèäå

U(x, t) =

∞∑
n=0

fnXn(x)e−a
2λnt, (x, t) ∈ D1, (15)

U(x, t) =

∞∑
n=0

fnXn(1)e−a
2λn(t+1−x), (x, t) ∈ D2.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëü-

äåðà Cα[0, 1], α > 0, è f (1) = 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (13) -

(14) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäîâ

(15).

Â çàêëþ÷åíèè âûðàæàþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâî-

åìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, àêàäåìèêó ÐÀÍ Ìîèñååâó Å.È.

çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæ-

êó. Õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-

óê Êàïóñòèíà Í.Þ. çà èíòåðåñ ê ðàáîòå, êîíñóëüòàöèè è öåí-

íûå çàìå÷àíèÿ.
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